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1 Grundlegendes

Mengen: A, B; AUB; ANB; Ax B

Literatur
e Mathematik fiir Informatiker: Teschl, Hackenberger

o Lineare Algebra: Beutelspacker, Fischer

1.1 Relationen
1.1.1 Definiton: Relationen

Gegeben seien Mengen X und Y. Eine Teilmenge R des karthesischen Produktes
XxY =A{(r,y):zeX,yeY} (1)

heifit Relation.
Im Fall X =Y spricht man von einer Relation auf X.
Ferner: R~1 = {(y,z) € Y x X : (x,y) € R} heift Umkehrrelation.

1.1.2 Beispiel

Die Menge Ry = {(z,y) € X xY : X ist Hauptstadt von Y} ist eine Relation
zwischen der Menge X aller Lander und Y aller Stéadte.

Stadte
Berlin
Rom B
- I
Paris Lander
Garching
D 1 F

1.1.3 Beispiel

Mit der Menge X = R, Y = [0,00) ist Ry = {(z,]z]) € X XY : 2 € X} eine
Ralation mit der Umkerrelation R~ = {(|z],2) €Y x X : z € X}



1.1.4 Beispiel

Mit den Mengen X =Y =R ist Ry = {(z,y) € Y x Y : 2 < y} eine Ralation
mit Ry = {(y,z) : v <y}

R-1

(]

1.1.5 Beispiel

R3 = {(z,y) € C x C': z und y haben gleichen Hersetller} ist eine Relation auf
der Menge aller Computer C.

1.1.6 Bemerkung: Gerichtete Graphen

Relationen R auf endlicher Mange X konnen alternativ wie folgt dargestellt wer-
den. Man repréasentiert die Elemente von X als Punkte in der Ebene (Knoten)
und verbindet z,y € X genau dann durch einen Pfeil (gerichtete Kante),
wenn (x,y) € R gilt.

Das Paar (X, R) heifit gerichteter Graph oder Digraph.

Beispiel: X = {a,b,c}
R = {(a7 b)v (b7 C); (Cv a)}



Eigenschaften von Relationen Eine Relation R auf X heift
o Reflexiv & (z,2) e R:Vz € X
o Transitiv < (x,y) € RA(y,2) € R= (z,2) € R:Vr,y,2z € X

o Symmetrisch < (z,y) € R= (y,z) € R:Vz,y e X

1.1.7 Beispiel

o Die Relation Rs aus Beispiel 1.1.4 (<) ist reflexiv, transitiv, aber nicht
symmetrisch.

o Die Relation R3 aus Beispiel 1.1.5 (Computer selben Herstellers) ist refle-
xiv, transitiv, symmetrisch
1.1.8 Definition: Aquivalenzrelationen

Eine Relation A auf einer Menge X heifit Aquivalenzrelation, wenn sie refle-
xiv, transitiv und symmetrisch ist. Fir ein Paar (x,y) € A schreiben wir  ~ y
und nennen z und y dquivalent.

1.1.9 Beispiel

1. Sei X eine beliebige Menge. Dann ist {(z,y) € X x X : z = y} eine
dquivalenzrelation (Identitétsrelation)

2. Ebenso ist das ganze Produkt X xY eine Aquivalenzrelation (Allrealation)

3. Die Relation Rz aus Beispiel 1.1.5 ist eine Aquivalenzrelation. Mit ihr
lassen sich Computer nach Hersteller klassifizieren.

Fir jedes z € X ist die Menge [z] = {y € Xz ~ y} die von z erzeugte
Aquivalenzklasse und ein Element y € [z] heifit Repréisentant von [z].

1.1.10 Beispiel
1. Fir die Identitéatsrelation ist [z] = {«} fiir alle z € X

2. Die Allrelation besitzt genau eine Aquivalenzklasse [z] = X

3. Im Beispiel 1.1.5 sind die Aquivalenzklassen die Menge aller Computer-
hersteller



1.2 Abbildungen

FCDxB (2)
B
Funktion
o
D

1.2.1 Definition: Abblildung / Funktion

Eine Relaltion F' zwischen zwei nichtleeren Mengen D und B heifit Abbildung
oder Funktion von D nach B, falls fiir alle z € D gilt:

1. ye B:(z,y) € F
2. Mit y1,y2 € B folgt aus (z,y1) € F und (z,y2) € F, dass y1 =y

Die Menge D heifit Definitionsbereich und B Bildbereich von F. Im Fall
D = B spricht man von einer Abbildung auf D oder einer Selbestabbildung
auf D.

1.2.2 Bemerkung

Veranschaulicht man Funktionen auf (endlichen) Mengen D als gerichtete Gra-
phen (Bemerkung 1.1.6), so geht von jedem Knoten genau eine Kante ab.
Anstelle der Notation ' C D x B, (z,y) € F schreibt man auch f: D — B,

x — f(x) oder y := f(x)

X f(x)

Mit einer weiteren nichtleeren Menge C' und einer Abbildung g : B — C ist
die Verkniipfung (Komposition) von g und f definiert als go f : D — C,

(g0 f)(x) := g(f(x)).
Im Fall von Abbildungen f, g auf D gilt im Allgemeinen fog # go f.
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Satt einzelner Punkte z € D kann man auch Mengen X C D abbilden:
f(X):=yeB:qxeX:y=f

56

f(X) heiﬁt Bild von X unter f Das Urbild einer Menge Y C B ist definiert
durch: f=! =zx€D: f(z

-

Eine Abbildung f : D — B heif}t:
o injektiv < f~1({y}) enthilt fiir alle y € B héchstens ein Element.

o surjektiv & f~1({y}) enthilt fiir alle y € B mindenstens ein Element.

o bijektiv & f~1({y}) enthélt fiir alle y € B genau ein Element.
Eine Abbildung f : D — B ist genau dann bijektiv, wenn sie injektiv und

surjektiv ist.

1.2.3 Beispiel: Identische Abbildung

Die identische Abbildung auf einer Menge D # () ist idp : D — D,idp(x) :=
x. Sie ist bijektiv.

1.2.4 Beispiel

Die Relation Ry aus Beispiel 1.1.2 zwischen X = {Land} und Y = {Stadt}
ist eine Funktion g : X — Y : ro(Land) :=Hauptstadt von Land. Ihr Bild ist
ro(X) = {Hauptstadte} und die Urbilder lauten:
_ (0 falls s keine Hauptstadt
o ({S}) = { 3)

{1} falls s Hauptstadt von 1

Folglich ist rg injektiv, aber nicht surjektiv. Betrachtet man die Menge aller
Hauptstddte von rg, so ist diese Abbildung auch surjektiv.
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1.2.5 Beispiel

Die Relation R; zwischen R und [0, 00) aus Beispiel 1.1.3 ist eine Abbildung
und lésst sich schreiben als 1 : R — [0,00),71(z) := |z]

Fiir sie gilt r1(R) = [0,00) und 71 ({y}) = {—y, y} fiir alle y € [0, 0)

Also ist r1 : R — [0, 00) surjektiv, aber nicht injektiv.

Betrachten wir 1 mit ganz R als Bildbereich, so gilt: r; ' ({y}) = 0 fiir y < 0
und dann ist r; nicht mehr surjektiv.
1.2.6 Beispiel: ASCII-Code
Der ASCII-Code zur Codierung alpha-numerischer Zeichen ist gegeben durch
eine bijektive Abbildung f : {0, 1, ..,127} — {ASCII darstellbare Zeichen}
1.2.7 Definition: Umkehrabbildung

Einfache Beispiele (etwa Beispiel 1.2.5 zeigen, dass die Umkehrrelation F~1
einer Abbildung F C D x B bzw. f : D — B nicht unbeding eine Abbildung
ist.

Eine Abbiludng f : D — B heifit umkehrbar, falss ihre Umkehrrealation
F~! wieder eine Abbildung ist. Fiir letztere schreibt man f~! : B — D und
nennt sie Umkehrabbildung von f.

1.2.8 Beispiel

Mit einer umkehrbaren Abbildung f : D — B ist auch ihre Umkehrfunktion
f~1: B — D umkehrbar mit

f~to f=idp (4)
fof'=ids (5)

1.2.9 Korrolar

Eine Abbildung f : D — B ist genau dann umkehrbar, wenn f bijektiv ist.
Fiir injektives f existiert die Umkehrfunktion nur auf f(D).

1.3 Matrizen

Wir fithren kurz die komplexen Zahlen C ein. Darunter versteht man alle Paare
z = (x,y) reeller Zahlen z,y € R mit der Addition

21+ 22 = (21 + T2, Y1 + Y2) (6)
und der Multiplikation
21 - 23 = 2122 = (0102 — Y1y2, T1yY2 + T2Y1) (7)

wobei 21 = (21,91), 22 = (T2,92)-
Differenz und Quotient ergeben sich zu

21— 22 = (T1 — T2, Y1 — Y2) (8)
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21 T1T2 +Y1Y2 T2Y1 — T1Y2
. ( 2 P] ) 2 2 ) (9)
<2 3t Y3 3t Y3

Alternative Darstellung:

z=(x,y) =z +1iy (10)
mit Realteil 2, Imaginirteil y und der Konvention 2 = —1
Imaginarteil
Realteil: z=x
z Imaginarteil: z=y
y
- =
Realteil
X

1.3.1 Definiton: Matrix

Im Folgenden stehe K fiir eine der drei Mengen Q (rationale Zahlen), R (reelle
Zahlen) oder C.
Eine m x n-Matrik ist ein rechteckiges Schema von Zahlen a;; € K der Form:

a11 Az -+ Aln
o 21 Q22 - A2p

A= (i, ) 1<i<m1<i<n . o . (11)
am1 Am2 tee Amn

Der erste Index ¢ € {1,..,m} nummeriert die m Zeilen, der zweite Index
j € {1,..,n} die Spalten der Matrix A. Das Element a;; € K steht daher in
der i-ten Zeile und der j-ten Spalte.

Fir die Menge aller solchen Matrizen schreiben wir K™*", Fiir eine quat-
dtatische Matrix A gilt m = n und die a;; heiflen Diagonalelemente.

Warum arbeiten wir mit Matrizen? Drehungen, Spiegelungen lassen sich
gut durch Matrizen beschreiben. Google Pagerank ldsst sich durch eine Matrix
beschreiben.

A= oo, ya;i; €K (12)

am1 - Amn

1.3.2 Beispiel n-Tupeln, m-Spalten

Ein n-Tupel x = (21, .., x,) von Zahlen z; aus K wird als 1 x n-Matrix inter-
pretiert. Eine m-Spalte
T

x = (13)

Lm

13



wird als m x 1-Matrix verstanden. wir identifizieren K™ = Km*1

1.3.3 Beispiel: Kronecker-Symbol, Einheits- und Nullmatrix
Wir definieren das Kronecker-Symbol

1.5 =4
5ij = ’Z. ] (14)
0,i#j

und I, := (d;5)1<i,j<n ist die Einheitsmatrix.

Bemerkung des Verfassers: Die Einheitsmatrix ist das neutrale Element be-
ziiglich der Matrixmultiplikation.

Bei der Nullmatrix 0 = (0)1<i<m,1<j<n sind alle Elemente gleich 0 € K.

1.3.4 Beispiel: Diagonal- und Dreiecksmatrizen

Mann naennt eine quaratische Matrix A = (a;;)1<i,j<n diagonal, falls a;; =0
fir ¢ # j. Wir schreiben dann:

a1 0 . 0
0 as2 cee 0
A= ) ] . ) = diag(ai1, -, Gnm) (15)
O O “ e am"L

Eine obere Dreiecksmatrix ist quadratisch und erfiillt a;; = 0 fiir ¢ > j,
wogegen eine untere Dreiecksmatrix a;; = 0 fiir ¢ < j erfiillt. Sie sind von
der Form

a11 a2 -+ Qin
0 ax -+ ao
A= . . ) (16)
0 0  amn
bzw.
a1 0 0
as1 Qe - 0
A= . . ) (17)
an1 an2 Amn

Mathematische Operationen fiir Matrizen:

» skalare Multiplikation: KxK™*" — K™*" A = A = (aij)1<i<m,1<j<n-
Wir schreiben —A:=(-1)-A

¢ Addition + : K™*" x K™*" — K™*" A+ B = (aij +bij)1§i§m,1§j§n~
Die Substrakiton lautet A — B = A+ (—B)

e Genau flir m x n Matrizen A und n x p Matrizen B lisst sich eine
Multiplikation erkliaren: K™*" x K"*P — K™*P A .- B = AB :=
(Z:Zl aikbkj)1§i§m71§j§p das Produkt ist also eine m x p Matrix

Merke: Das Produkt macht nur Sinn, falls die Spaltenzahl der ersten mit
der Zeilenzahl der zweiten Matrix iibereinstimmt.
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1.3.5 Bemerkung

1. Um Produkte von Matrizen A € K™*" und B € K"*P zu berechnen
eigenet sich das Schema:

B
A|C

n

C = ainbj)i<icmi<j<n (18)
k=1

2. Speziealfall: A in K™*"™ ¢ € K"

1.3.6 Beispiel

0 1 4 5
Das Produkt vonA-(2 3>umdB—(6 7)1autet.

4 5
6 7
0 1 0-441-6 0-5+1-7 (20)
2 3 2:44+3-6 2-5+3-7
6 7
alsoC—AB—<26 31>
. . 10 19 .
In umgekehrter Reihenfolge gilt: BA = 14 927 ) . Daher ist das Produkt

von Matrizen nicht kommutativ. Im Allgemeinen gilt: A- B # B - A.

1.3.7 Beispiel
1. Fir A € K™*" gilt I,,A = A= Al,

2. Fir A= ( 8 (1) ) und B = ( (1) 8 ) gilt AB = 0, womit das Produkt
von Matrizen nicht nullteilerfrei ist, das heifit: AB = 0 kann gelten,

ohne, dass ein Faktor A =0 oder B = 0 ist.

3 45 8 9
6 7 01 2 21 34 47
Produkt < 3 9 > ( 3 4 5 > = < 97 44 61 ) dagegen schon.

1.3.8 Beispiel: RGB-Raum

3. Das Produkt von 0 12 ) und 67 ist nicht definiert; Das

Im RGB-Farbmodell werden Farben durch Tripel (r, g, b) reellere Zahlen r, g,b €
R beschrieben: (255, 0,0) = rot, (0,0,255) = blau, (255,255,0) = gelb.
Alternativ: YIQ-Modell (y, 1, q).
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Die Umrechnung geschieht durch eine Matrixmultiplikation:

0,3 0,6 0,1 r
i |= 06 -03 —0,3 g (21)
q 0,2 —0,5 0,3 b

1.3.9 Beispiel: Inzidenzmatrix

Gerichtete Graphen ohne Schleifen (siehe Beispiel 1.1.6) mit den Knoten {i, ey T}
und den Kanten {1, ..,n} lassen sich durch eine Inzidenzmatrix A € R™*"
beschreiben mit:
1, von Knoten 7 geht die Kante j aus
ai; := 4 —1, in Knoten 7 miindet die Kante j aus (22)

0, Knoten ¢ und Kante j beriihren sich nicht

A 1 A
1 > 2 1 -1 0
A= -1 0 1
0 1 -1
9 3
A
3
A 1 A
1 > 2 1 1
A=| -1 0
0o -1
2
A
3
A 1 A
1 » 2 Nicht Schleifenfrei!
2
3

Ay

A

3

1.3.10 Satz: Rechenregeln fiir Matrizen

Fiir Zahlen o € K und Matrizen A € K™*" B € K"*P gelten das Distributiv-
gesetz A(B + C) = AB + AC fiir alle C € K"*P und die Assoziativ-Gesetze
(aA)B = A(aB), A(BC) = (AB)C fiir alle C € KP*4¢
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1.4 Lineare Gleichungen
1.4.1 Definition: Lineare Gleichungen

Es seien A € K™*" und B € K. Dann bezeichnet

als lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen fiir die n Unbekannten
T1, .., Ty € K oder kurz als lineare Gleichung mK".

A heifit Koeffizientenmatrix und b Inhomogenitét von (Ly).

Im Fall b # 0 nennt man (L;) inhomogen und erhélt andernfalls die ho-

mogene Gleichung
(Lo) = Az =0 (24)

Eine Losung von (Ly) ist ein Element 2 € K" mit Az = b und
Ly =2eK": Az =b (25)

steht fir die Losungsmenge von (Ly).

1.4.2 Bemerkung
1. Ausgeschrieben lautet (Ly):

ai1ry1 +aizr; .. t+aipr, =01
(1.4&) a21T1 + A2221 +... + aopx, =02 (26)
Am1T1 + Gm2®1  Fe + GpnTp = b3

oder noch uniibersichtlicher
Zaijxj = b1 (27)
j=1

firl<i<m

2. (Lo) hat stets die triviale Losung 0 € K"

Inhomogene Gleichungen miissen nicht unbedingt l6sbar sein: 0z = 1

1.4.3 Satz: Superpositionsprinzip

Es seien z,y € K™ Losungen von (Lg). Dann ist auch ax + By eine Losung von
(Lo), d.h. ax + By € Ly fir alle a, f € K

1.4.4 Satz

Ist & € K™ eine Losung von (Ly), so gilt: L, = & + Lg

Hierbei: Fiir gegebene z € K®", A C K" ist  + A := {y € K" : es gibt ein
a € Amity=2z+a}

Beweis: Hausaufgabe

Nun: Explizite Losung von (Ly)!
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Besonders einfach, falls A € K™"*" diagonal ist. Gilt ndmlich a;; # 0,1 <1 <
n, so besitzt (L) die eindeutige Losung = € K™ mit Elementen

xlzﬁfﬁrlgign; (28)
Q5

ist dagegen a;; = 0 fiir ein 1 < ¢ < n, so besitzt (L;) undenlich viele Losungen
fiir b; = 0 und andernfalls keine Losung.

Allgemeinere Klasse: ein A € K™*" ist in Zeilen-Stufen-form (ZSF),
falls in jeder Zeile gilt:

i Beginnt sie mit k& Nullen, so stehen unter diesen Nullen lediglich weitere
Nullen

ii Unter dem ersten Element # 0 stehen nur Nullen
Bei strenger ZSF muss zusétlich gelten:

iii Uber dem ersten Element # 0 stehen nur Nullen

1.4.5 Beispiel

1. Obere Dreiecksmatrizen sind in ZSF, Diagonalmatrizen sogar in strengenr

ZSF
* % 0
2. Bezeichnet * ein Element # 0, so gilt: * % , 0 ,
0 0 0
* 0 0
x % 0 | sind nicht in ZSF.
x k%
x ok ok *
0 x *x x ist in ZSF, aber nicht streng.
0 0 0 =
* x 0 0
0 0 = 0 | istin strenger ZSF.
0 0 0 O
1.4.6 Beispiel: Riickwirts-Substitution
Die inhomogene lineare Gleichung
r1 + 229 + 3x3 + 414 = 1,
r3+2x4 =1
hat die Koeffiziententmatrix bzw. Inhomogenitéat
1 2 3 4 1
A=1 01 2 3 |,b=|1 (30)
00 1 2 1
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Riickwirtssubstitution: Aus der letzten Gleichung z3 + 224 = 1 sieht
mann, dass x4 = t frei gewahlt werden kann, ¢ € K. Dies liefert z3 = 1 — 2t. Die
bekannten Variablen x3, x4 konnen in die zweite Gleichung von (1.4b) eingesetzt
werden, also zo = 1 — 2x3 — 3z4 =t — 1 und analog liefert die erste Gleichung
21 =1 —2x9 — 3x3 — 424 = 0. Die Losungsmenge von (1.4b) ist also

0 0 0

B t—1 ‘. ! 1
Ly = 1o cK*:teK ) = 1 + K 9 (31)

t 0 1

Die Losungsmenge L;, von (L) dndert sich nicht, wenn folgende Operationen
auf (1.4a) angewadt werden:

e Vertauschen von Gleichungen

o ] . = elementare
e Multiplikation von Gleichungen mit o € \{0} i )
o . . Zeilentransformation
o Addition des a-fachen der k-ten Gleichung zur j-ten

ZIEL: Transformiere A bzw. (L) auf ZSF vermoge elementarer Zeilentrans-
formationen. Systematisch: Gaul Algoritmhus
Zu seiner Beschreibung gehen wir davon aus, dass die erste Spalte von A
von 0 verschieden ist (andernfalls sind z;,..., z,, umzunummerieren): Ohne Son-
derfille gilt:

1. Ordne die Gleichungen in (1.4a) so an, dass a, # 0. In der géngigsten
Notation schreibt man (1.4a) als:

a1 a2 - Gin by

Qg1 @22 - QA2p ba (32)
b3

am1  Am2 o Amn b4

2. Substraiere von der i-ten Gleichung, 2 < i < m in (1.4a) das
ersten Gleichung

2il _fache der
ail

a1l a2 e A1n b

a S '
} 40) = 21 Gy 2n | by [ a11®1+ . + A1pT, = by
(1.4c) = - | b AWz = pD)

Gm1 ai)Q e asbz’ b4

(33)

3. Transformiere AW z(1) = p() entsprechend und fahre sukzessive fort, bis
(idealerweise) eine Dreiecks- oder ZSF entstanden ist.

4. Lose das resultierende System durch Riickwértssubstitution.

1.4.7 Beispiel

Als kurschreibweise fiir
1+ 2x9 +3x3=0
(1.4d) = < 4x4 + bxs +626 =0 (34)
Tr7 + 8xs +9x9 =0
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verwenden wir

1 2 3]0
4 5 6| 0 |IT—4I (35)
78 9|0 |[III-T7I
1 2 3 |0
0 -3 —6 |0 |-(—3) (36)
0 —6 —12 | 0 [III-2II
1 2 3]0
01 2|0 (37)
00 0[O0

1+ 229+ 323 =0
Damit ist (1.4d) dquivalent zu ! ? s

Tro + 2173 =0
Rickwarts-Substitution: Wahle x3 = ¢ mit ¢t € K und es folgt o = —2x3 =
—2t, 1 = —2x9 — 3x3 = t. Die Losungsemenge von (1.4d) ergibt sich zu:
1 1
Lo=St| -2 |eR¥:teK; =K | -2 (38)
1 1

1.4.8 Satz

Hat (Lo) weniger Gleichungen als Unbekante, d.h. m < n, so besitzt sie un-
dendlich viele Losungen.

Beweis:
I Man zeigt (*) (Lo) hat eine nichttriviale Lésung

IT Da (L) nach Schritt (I) eine Losung x # 0 besitzt, ist nach dem Superpo-
sitionsprinzip aus Satz 1.4.3 auch jedes t - z,t € K, eine Losung. [J

1.4.9 Satz
Besitzt (Lp) genau so viele Gleichungen wie Unbekannte, d.h. m = n, so gilt:
a) Ist Ly = {0}, so besitzt (Lp) genau eine Losung

b) Besitzt (Lg) eine nichttriviale Lésung, so existieren entweder keine oder aber
undenlich viele verschiedene Losungen von (L)

Beweis

a) Wir gehen mittels vollstandiger Induktion vor: Fiir n = 1 gilt die Behauptung
offenbar. Im Induktionsschritt gelte (a) fiir n — 1. Da (L) nur die triviale
Losung hat, gilt A # 0 Durch Umnummerieren erreichen wir a1 # 0. Dann
wird zur é-ten Gleichung, 2 < i, in (1.4a) das —2i--fache der ersten Gleichung
addiert:

a11x1 + ... +apxy, = bn

)

(1.4f) = 4 : b (39)
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mit A* € K(nfl)x(nfl)’ b e Kn—1

Die homogege Gleichung A*z* = 0 hat nur die triviale Losung, denn sonst
hétte (Lg) eine nichttriviale Losung.

Das Teilsystem A*z* = b* besitzt nach Induktionsannahme genau eine Lo-
sung =* mit Elementen xs, ..., x,,. Durch Einsetzen in die erste Gleichung in
(1.4f) folgt ein eindeutiger Wert x; und damit ist die Losung von (L) in
eindeutiger Weise.

Es sei & eine Losung von (L) und z eine nichttriviale Losung von (Lg).
Dann liefern Die Sétze 1.4.3 und 1.4.4 dass & + ax die Gleichung 16st fiir
jedes @ € K. In diesem Fal hat (L;) undendlich viele Losungen. Die einzige
verbleibende Méglichkeit ist, dass (Lp) keine Losung hat.
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2 Lineare Raume

2.1 Algebraische Strukturen

Bezeichnet M # () eine Menge und F(M) die Menge aller Selbstabbildungen
auf M, so kann die Komposition o als Abbildung o : F(M) x F(M) — F(M)
interpretiert werden — man spricht von einer Verkniipfung.

2.1.1 Definition: Gruppe

Eine Gruppe (G, *) ist eine nichtleere Menge G mit einer Verkniipfung x :
G x G — G mit den Eigenschaften

e (G1): x ist assoziativ: d.h. a* (bxc) = (axb) ¢ fir a,b,c € G

o (G2): es existiert ein neutrales Element ¢ € G mit axe = a = e*a fiir
aeG

e (G3): zu jedem a € G existiert ein inverses Element a=! € G mit

axa l=alxag=cfiracG

Bei einer kommutativen oder Abel’schen Gruppe gilt ferner:
o (Gy):axb=0bxa firallea,beG

Fiir eine Halbgruppe miissen nur (G7) und (G2) gelten.

2.1.2 Bemerkung

1. Das neutrale Element e € G ist eindeutig: In der Tat bezeichnen e;,e5 € G
zwei neutrale Elemente, so folgt nach (G2): ea = €1 x e3 und €1 *x e3 = €1,
also e = es.

2. Zu gegebenem a € G ist auch das inverse Element o~ € G eindeutig. Fiir
inverse Elemente a; ', a; ' von a gilt nimlich

-1 (CLZ) -1 (Gs) 1

Gs) — —1y (G1)
aj ay xe =" a] *(axay")

(al_l *a)*a2_1 (G2) 6*@2_1 (G2) a;l
(40)

3. Entsprechend e = e}, a = (a™1)~?

2.1.3 Bemerkung: Potenzen

Die Potenzen a™ € G eines a € G (G multiplikative Halbgruppe) sind rekursiv
erklart durch
a®:=e,a" =axa",Vn €N, (41)

in einer Gruppe setzen wir a” := (a=™)7! fiir n < 0

22



2.1.4 Beispiel

1. (Z,+) ist eine kommutative additive Gruppe mit neutralem Element 0
und dem zu a € Z inversen Element —a. Dagegen ist (Z, -) keine Gruppe,
denn das multiplikative Inverse lasst sich innerhalb von Z nicht erkéren.
Ebenso ist (N, +) keine Gruppe.

2. Essei K € {Q,R,C}. Dann ist (K, +) eine kommutative additive Gruppe
mit neutralem Element 0 und —a als zu a Inversen. Auch (K\{0},) ist
eine kommutative multiplikative Gruppe mit neutralem Element 1 und
dem zu ¢ inversen Element %

3. Mit K € {Z,Q,R,C} bilden die Matrizen (K™*™ +) eine kommutative
additive Gruppe mit neutralem Element 0 und dem Inversen —A zu A. Die
quadratischen reellen, rationalen oder komplexen Matrizen (K™*™\{0},-)
bilden keine Gruppe, da etwa diag(1,0) # 0 kein Inverses besitzt.

2.1.5 Beispiel

Denken Sie sich eines aus!

2.1.6 Beispiel: Modulo

Es sei p < 2 eine ganze Zahl und Z,, := {0, ..., p—1}. Fiir beliebige a, b € Z gibt es
vermoge der Division mit Rest eindeutige m € Z und k € Z,, mit a+b = mp+k;
Wir schreiben dann

k=a+bmodp oder k=:a+,b (42)

Dann ist (Z,,, +,) eine kommutative Gruppe mit dem neutralen Element 0.

2.1.7 Beispiel: Symmetrische Gruppe

Es sei M eine nichtleere Menge und S(M) bezeichnet alle bijektiven Selbstab-
bildungen f : M — M. Dann ist die symmetrische Gruppe (S(M),o) eine
im Allgemeinen nicht kommutative Gruppe mit idy; als neutralem Element und
f~1: M — M als inversem Element zu f. Im Fall M = {1, ..,n} schreiben wir
Sp = S({1,..,n}). Die Menge aller nicht-notwendig bijektiven Selbstabbildun-
gen F'(M) ist dagegen eine Halbgruppe beziiglich o.

2.1.8 Korrolar: Rechnen in Gruppen
Fiir alle a,b,c € G gilt

(axb) P =b"txat (43)
axb=axc=>b=c (44)
axb=e=a=>b"! (45)
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Beweis
Es seien a,b,c € G . Wir zeigen zunichst, dass b=! x a~! das inverse Element
von a * b ist. Dazu

(bt xa ') x (axb) (@) -1 ¥ (@ x(axb)) = (46)
bl % ((a™ ' *a)xb) (@) -1 (e x D) (@) (47)
b (2 (48)

und entpsrechend (a * b) * (b~ xa~!) =e.
Die erste Implikation ergibt sich nach Voraussetzung durch

b (@) exb (Gs) (a'xa)xb (@) (49)
a_l*(a*b):a_l*(a*c) (@) (a_l*a)*c(%’) (50)
e*c(%) c (51)

Die verbleibende Implikation sei dem Leser iiberlassen. [J

2.1.9 Definition: Kérper

Ein Korper (K, +, ) ist eine Menge K mit mindestens zwei Elementen versenen,
mit den arithmetischen Operationen + : K x K — K (Addition) und
-: K x K — K (Multiplikation).

o (K3): (K,+) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 0 und
dem zu « € K inversen Element —a, d.h. fir alle «, 8,7 € K gilt:

(K{):a+ (B+7)=(a+p) +7 (
(K}):a+0=0+a=a (53

(K?):a+(~a)=(~a)+a=0 (

(K{):a+pB=p5+a (

o (K3): (K\{0},") ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 1
und zu a € K Inversem 1, das heifit es gilt fiir o, 3,6 € K\{0}

(Ky):a-(B-7)=(a-8)-v (56)
(K):a-1=1-a=a (57)
(K3):a-(-a)=(-a)-a=1 (58)
(K3):a-B=8-a (59)

o (K3): Es gelten die Distributivgesetze a(8+7v) = a-S+a-v, (a+8)-v =
ay + B, fir alle a, 3,0 € K

Ublich a3 := «a - 8
Subtraktion als a — 8 := a + (—f)

Division als 2 := - &
B B
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2.1.10 Beispiel
Q, R, C sind Korper beziiglich +, -.

2.1.11 Beispiel: Restklassenkorper modulo p

Mit einer gegebenen Primzahl p € N definieren wir die Mengen Z,, := {0, ...,p—
1}. Dann gibt es fiir beliebige o, 8 € Z eindeutige Zahlen m,n € Z und k,l € Z,
derart, dass

at+B=mp+n (60)

a-f=np+I Division mit Rest (61)
(2.1a) Addition: o+, 8=k

Mulitiplikation: ac -, 8 :=1{
(Zp, +p, p) ist Korper, der sogenannte Restklassenkérper modulo p.

+2 |0 1
Zo: 0 |0 1 XOR (62)
1 1 0
2|0 1
Zo: 0|0 O AND (63)
110 1
+3 |0 1 2
0O [0 1 2
Zs: 111 2 0 (64)
2 12 0 1
0
0
’ (65)
0
2.1.12 Korolar
Ist (K, +,-) ein Korper, so gilt fir alle o, 8,7 € K, dass
(2.1d) 0O-a=a-0=0,8-(—a)=(-f) -« (66)
(2.1¢) () xa=—-a,(—a) - (-8)=a-p8 (67)
und ferner die Implikation
a-f=0=a=0vE=0 (68)

Korper sind nullteilerfrei.
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2.1.13 Bemerkung

es gilt 1 # 0, da die Annahme 1 = 0 folgenden Widerspruch imzliziert: Da K
mindestens 2 Elemente enthélt gibt es ein a € K, a 7 0 mit

2
aZa1=a.0="2"0 (69)

Daher ist der Restklassenkorper modulo 2 Z, der kleinste Korper.
Beweis Wihle «, 8,7 € K. Es gilt:

(K7) (Ks3)
0O-a (04+0)-a 0 -a+0-a (70)

mittels Korrolar 2.1.8 (+,a = b =0 und ¢ = 0, folgt aus a - 0 = 0, Kommutati-
vitat liefert o - 0 = 0. Aus dieser Behauptung resultiert

2
Mit Korrolar 1.2.8 (+,a = (=f) - a, 8 = 3 - a) Dies liefert —(8-a) = (-f) - a
und S (—a) = —(f - «). Die Beziehung (—1) - &« = —« reslutiert aus dem eben
2
gezeigten S =1und (-1)-a=1-(—a) L —aQ,
A (210 .10
2.1c ergibt sich mit Bemerkung 2.1.2(3) aus (—«a)-(=8) = —(a(=8)) "=
—(—(a-p))=a-p
a-=0
3
Annahme: « # 0 und 8 # 0, dann 1 (£2) % . é ca-fB 329 0

2.2 Vektorraume
2.2.1 Linearer Raum, Vektorraum

Es sei K ein Korper. Ein Vektorraum oder Linearer Raum (X, 4+, -) (iiber K) ist
eine nichtleere Menge X mit arithmetischen Operationen

a) Addition +: X x X — X derart, dass (X, +) eine Kommutative Gruppe mit
neutralem Element 0 oder Nullvektor ist.

b) Skalare Multiplikation -« X x X — K derart, dass fur alle o, 8 € K und
z,y € X gilt:

Vita-(z+y)=ar+ay Distributivgesetz (72)
Voi(a+p) x=ax+ fz Distributivgesetz (73)
Vi:(af) z=a- (8- x) Assoziativgesetz (74)
Vitl-z=zx (75)

Die Elemente aus K heiflen Skalare und X heiflen Vektoren.
ar:=a-x,r—y:=1x+(—y)

26



2.2.2 Beispiel

Es sei (K, +, ) ein Korper

(0) Der triviale Raum {0} der nur die 0 enthélt

(1) Weiter ist K ein Vektorraum iiber sich selbst.

(2) Die Menge aller m x n-Matrizen K™*™ ist ein linearer Raum tiiber K
beziiglich Addition und Multiplikation aus Beispiel 1.3.4.

Ein n-Tupel (21, ..7,) € K" bezeichnen wir als Zeilenvektor und eine m-
Spalte (siehe Beispiel 1.3.2) als Spaltenvektor.

2.2.3 Beispiel

Es sei p € N ein Primzahl und n € N. Dann sind die n-Spalten Z} in Z,, mit der
komponentenweisen Addition +, und der skalaren Multiplikation -, ein linearer
Raum iiber Z,

Insbesondere fiir Z3

0 1 0 1

= (o) (o) (V) (1)
0 0 1 0 1
0 0 0 1 1
1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 (76)
0 0 1 0 1
1 1 1 0 0
1 1 0 1 0
1 1 1 0 0
. 0 1 0 1
2 0 0 1 1

0 0 0 0
0 0 0 0 0 (77)
) 0 1 0 1

0 0 1 1

2.2.4 Losungsmenge Lg

Mit Satz 1.4.3 ist Lg einer homogenen Gleichung ein Vektorraum iiber K.
Die Losungsmenge L; inhomogener Gleichungssystem ist kein linearer Raum
iber K.

2.2.5 Beispiel: Funktonenraume

Es sei Q # () und X ein Linearer Raum iiber K. Dann ist F(Q, X) := {u :=
1 — X} ein Vektorraum iiber K mit punktweise definierten arithmetischen
Operationen

(u+v)(t) := u(t) + v(t) (78)

(o - u)(t) := au(t) (79)
fur alle t € Q,a € K;
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Die Menge F (2, X) (Funktionen mit gleicher Definitionsmenge) wird als
Funktionenraum bezeichnet. Falls @ C N oder Q C Z, dann bezeichen wir
F(Q, X) als Folgenraum.

2.2.6 Korolar

Ist (X,+,) ein linearer Raum tiber K, so gilt fiir alle Skalare o, 8 € K und
Vektoren z,y € X:

a) Ok e =a-0x =0x

b) Falls -2 =0, so folgt c =0€Koderz =0€ X

Q) (—a)-z=a(-2) = —(a-3)

d) a(z—y)=ar—ayund (a — B) -z = ax — fx
Beweis Es sei a € K und z € X

a) Es gilt: Og - # = (Ox + Ox) - ¢ = Ok -  + Ok - © wegen V5. Nach Definition a
existiert zum Vektor z := Ok - ein Vektor —z mit Og -2+ (—2z) = 0x und wir
erhalten Ox = Og-z+(—2) = (Ox -z +0k -2)+(—2) = Ox -2+ (O -z+(—2)) =
Ok - 4+ 0x = Ok -  und die Beziehung « - Ox = Ox folgt analog.

b) Es gelte ax = 0 mit o # 0 und wir zeigen z = 0x. « # 0 = E%. Nach (a)
folgt L(ax) = 10y = 0x und andererseits 1 (az) = (1a)z =1z =1.

2.2.7 Definition Unterraum

Eine nichtleere Teilmenge Y C X eines linearen Raumes (X, +, ) iiber K heifit
Unterraum von X, falls gilt

oy +ooy2 €Y Vo, ae €Kiy, 2 €Y (80)

2.2.8 Bemerkung

Jeder lineare Raum X hat die trivialen Unterrdume {0} und X.

2.2.9 Beispiel: Stetige und stetig-differenzierbare Funtionen

Es sei I C R ein Intervall. Die Menge der stetigen Funktionen C(I,R™), auf
I mit Bildern in R™ ist ein Unterraum von F(I,R"). Ebenso sind die stetig-
differenzierbaren Funktionen C! (I, R™) ein Unterraum von C'(I, R™) und F(I,R")

2.2.10 Beispiel

Mit gegebenem Korper K definieren wir den Raum der Polynome (iiber K)
durch P(K) := {p € F(K,K)|3n € Ny : Jag, ..,an € K : p(t) = >} _, art*}.

Seine Elemente heilen Polynome und die aj deren Koeffizienten.

Dann ist P(K) ein Unterraum von F(K, K).

Der Grad deg p eines Polynoms p € P(K) ist der maximale Index k € N,
fiir den ay, # 0 ist.

Fir m € Ny sind die Mengen

Pp(K) := {p € P(K) : deg(p) <m} (81)
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Unterrdume von P(K), wogegen
{p € P(K) : deg(p) = m} (82)

fiir m # 0 kein Unterraum ist.
Ferner ist jedes P,(K) Unterraum vom P,,(K) fir 0 < n < m.

2.2.11 Satz: Schnitte und Summen von Unterrdumen

Ist I eine nichtleere Indexmenge {Y;};c; eine Familie von Unterrdumen von X,
so gilt:

a) Der Durchschnitt OIYZ- ist ein Unterraum von X
1€

b) Fiir endliches I ist die Summe ), Y; :={> .,y € X 1 y; € Yi;i € I'} der
kleinste Unterraum von X, der jedes Y; enthélt.

Fiir I = {1,..,n} schreibt man auch Y1 +.. +Y, =3 ;Y.

Beweis:
a): Es seien o, 6 € K und z,y € N . Dann gilt z,y € Y; fiir alle ¢ € I und,
icl
1€

da jedes Y; ein Unterraum von X ist, folgt ax + Sy € Y; fir jedes ¢ € I. Dies
impliziert, dass ax + By € ,ﬂIYi.
1€

(b): Wir zeigen Y := 3}, _; Y ist ein Unterraum von X. Dazuseiz = ), ; 2;
und y = 3, Y; mit x4, y; € Y; und wir erhalten:

ar+By=ad m+BY yi=y (awi+PBy) €Y (83)

i€l icl icl

fiir alle o, 8 € R.

Zu zeigen: Y ist kleinster Unterraum, der alle y; enthélt.

Dazu sei Z C Y ein weiterer Unterraum von X der alle y; enthalt. Fiir
r; € Y; ist dann auch z; € Z fiir alle ¢ € I, da Y; in Z enthalten sind. Aus der
Unterraumeigenschaft von Z resultiert ., x; € Z und folglich ist Y C Z.

O

icl

2.3 Lineare Abhingigkeit

Gegeben sei eine nichtleere Menge S von Vektoren aus einem linearen Raum X
iiber dem Korper K.

Existieren zu einem gegebenen z € X dann endlich viele Koeffizienten
o € Kund z; € §,1 < ¢ < n, mit x = Z?:l a;xi, so bezeichen wir z als
Linearkombination der Vektoren aus S.

2.3.1 Definiton: Spann

Es sei § C X. Der Spann oder die lineare Hiille spanS von § ist eine Menge
aller Linearkombinationen der Vektoren aus S.
Ferner setzt man auf span{0} = {0}
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2.3.2 Beispiel
Fiir enddliche & = {1, .., 2, } ist

n
spanS = {Z o € X 1oy €K} (84)

K=R:e = ( (1) ),622 < (1) ) gilt span{ey,ea} = R2.
2 1 1
span{zi, 2} = R?, wenn x1 = 1 und zo = L

Aber y; = < } > und yo = ( g > dann span{yl,yg}—R< 1 > C RZ

—_

2.3.3 Beispiel: Monome

Polynome m,, (t) := t",n € N, heilen Monome. Dann lassen sich die Polynome
als lineare Hiille der Monome darstellen. Das heiBt span{m,}.en, = P(K)
insbesondere ist span{mg, .., m,} = P, (K)

span{man}nen, = {p € P(K) : p(t) = p(=t) auf K} (85)
span{man—_1}nen = {p € P(K) : —p(t) = p(—t) auf K} (86)

Mengen der achsen- oder punktspiegelbaren Polynome

2.3.4 Proposition

Es sei § C X nichtleer. Dann ist die Lineare Hiille von S der kleinste S umfas-
sende Unterraum von X.

Beweis:

Wenn z,y € S ist az + Sy in spanS (a, 8 € K)

Also ist spanS Unterraum von X.

spanS enhélt die Vektoren aus S und damit ist S C spanS

Y C X ist ein Unterraum von X mit x € Y flir sémtliche x € S. Dann liegen
sdmtliche Linearkombinationen von Vektoren aus S in Y. Also ist spanS in Y
enthalten.

O

2.3.5 Korrolar
Ist = eine Lienarkombination von Vektoren aus & C X, so gilt. spanS =
span(S U {z}).
Beweis Wir zeigen die Behauptung durch zwei Inklusionen
o (Q): Es ist klar, dass spanS C span(S U {z}).

o (D): Als Linearkombination von Vektoren aus S liegt = auch in spanS.
Demnach ist spanS derjenige Unterraum welcher S und = enthélt.

Damit folgt aus Proposition 2.3.4, dass span(S U {X}) = spanS.
O

30



2.3.6 Definition: Lineare Unabhingigkeit

Eine endliche Menge {z1, .., ,, } von Vektoren aus X heifit linear unabhéngig,
falls gilt:

Zﬁkxk =0=¢& =0furallek=1,..,n (87)
k=1
Fiir beliebige Mengen S C X nennt man S linear unabhingig, wenn jede
endliche Teilmenge linear unabhingig ist. Die leere Menge () wird als linear
unabhéngig betrachtet. Eine Teilmenge von X heifit linear abhéngig, falls sie
nicht linear unabhéngig ist.
Man nennt die Vektoren z1, s, .. linear unabhéngig, venn {z1, 22, ..} diese
Eigenschaft hat.
Einschub: Griechische Buchstaben (die Herr Pdtzsche mag)
e 7 cta
o &xi
e ZXi
e ( zeta
e A lambda
e Q Omega

e x chi

2.3.7 Bemerkung

1. Lineare Abhingigkeit einer endlichen Menge {1, ..,z,} bedeutet, dass
eine nichttriviale Darstellung der Null aus Vektoren x; existiert.

Man kann also

(2.3a) : Y & =0 (88)

k=1

schreiben, ohne dass alle &, verschwinden.

2. Jede Obermenge einer linear abhéngigen Menge ist linear abhéngig. Jede
Teilmenge einer linear unabhingigen Menge ist linear unabhingig.

2.3.8 Beispiel

Die Menge {0} ist linear abhéngig; dagegen ist {z},z # 0 linear unabhéngig.
2.3.9 Poposition

Es sei § C X nichtleer und z1, ..., z, € X.

a) Ist S = {x1, .., 2, } linear abhingig, so ldsst sich mindestens ein Vektor aus
S als Linearkombination der weiteren Elemente von S darstellen.

b) Fiir jede Linearkombination z aus § ist S U{z} linear abhingig.
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Beweis

a) Weil {x1,...,z,} linear abhéngig ist, besitzt 0 die Darstellung (2.3a) (Siehe
2.3.7) in welcher nicht alle £, verschwinden. Also existiert ein Index 1 < k* <
n mit &g+ # 0 und damit

n

me =60 Y Gan= Y (—&lam (89)

k=1,k£k* k1, kAk

b) Mit x = Y)'_ | &kay ist & — > _, &z eine nichttriviale Darstellung der 0.

In X = K™ gilt: Es sei § = {a1,..,a,} C K™. Mit der m x n-Matrix
A:= (ay, ., a,) ist die Beziehung

> &ar =0 (90)
k=1
(vgl. (2.3a) in Bemerkung 2.3.7) dquivalent zu:
&
(2.3b) : Az = 0,2 = (91)
&n
Demzufolge ist S genau dann linear unabhingig, wenn Az = 0 nur die

triviale Losung hat. Aus Satz 1.4.8 (in Verbindung mit Blatt 5, Aufgabe 1)
erhalten wir daher, dass mehr als m Vektoren stehst linear abhéngig sind.

2.3.10 Beispiel

1. Fir die kanonischen Einheitsvektoren in K™

1 0 0
0 L .

€1 = : , €2 = 0 )", E6m = 0 (92)
0 0 1

gilt in obiger Terminologie A = I,,. Also besitzt Az = 0 nur die triviale
Losung und {ey, ..., €, } ist linear unabhéngig.

2. Es sei A € R : Um die lineare Unabhéangigkeit von

1 4 7
xry = 2 , Lo = 5 , L3 = 8 (93)
3 6 A

in R3 zu untersuchen, betrachten wir die Gleichung (2.3b) (vgl. 2.3.9) mit

1 4
A=| 2 5 (94)
3 6

> 00
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und I6sen sie mit dem im Beispiel 1.4.7 beschriebenen Schema:

1 4 7]0 1 4 7 o
2 5 8|0 [2I-1I < 0 3 5 |0 |:3 (95)
3 6 A|0 |3I—III 0 6 201—X|0 |[I[IT—2II
1 4 7 o0
s 01 2 |o (96)
00 9-X|0

Also hat Az = 0 fir A # 9 nur die triviale Losung (lineare Unabhéngigkeit
von {x1,x9,z3} und fiir A = 9 nichttriviale Losungen (lineare Abhdhngig-
keit).

2.3.11 Satz

Eine Menge S C X ist genau dann linar unabhéngig, wenn jedes z € spanS auf
nur eine Art (bis auf Glieder mit Nullkoeffizienten) als Linearkombination von
Vektoren aus S dargestellt werden kann.

2.4 Basis und Dimension

Es sei X ein linearer Raum tber K.

2.4.1 Definition: Basis

Eine Menge X C X heifit Basis von X, falls X linear unabhéngig mit X =
spanX .

Eine Menge X mit X = spanX heifit Erzeugendes System (EZS) von X.
Man nennt X endlich erzeugt, falls er ein endliches EZS besitzt.

2.4.2 Beispiel

Die Basis von {0} ist die leere Menge

2.4.3 Beispiel: Standardbasis

Die mittels der kanonischen Einheitsvektoren aus Beispiel 2.3.10(1) gebildete
Menge &, := {e1, .., & } ist eine Basis von K™, die sogenannte Standardbasis,
damit ist K™ endlich erzeugt.

2.4.4 Beispiel: Polynome

Fir K = R oder K = C sind M,, := {my, .., m, } aus Beispiel 2.3.3 eine Basis
der Polynome P,(K) von maximalem Grad n. Ebenso ist {m, }nen, eine Basis
von P(K). Somit ist jedes P,(K) endlich erzeugt. P(K) dagegen nicht.

2.4.5 Lemma

Es sei § C X linear unabhéngig. Gilt dann z ¢ spanS, so ist auch SU{x} linear
unabhéngig.

33



Beweis

Es ist nachzuweisen, dass jede endliche Teilmenge von S U {x} linear unab-
hingig ist. Dazu sei {1, ..., &, 2} eine solche Menge und >, _; &k +nz =0
eine Darstellung der Null. Wére 1 # 0, so konnte man z als Linearkombination
der x1, ..., x, darstellen, dies widerspricht z ¢ spanS. Also gilt n = 0. Da aber
{z1,..,x,} linear unabhéngig ist, folgt & = .. = &, = 0. In trivialer Weise ist
X ein EZS von X. Unser Interesse besteht aber gerade in ,kleinen“ EZSen.

2.4.6 Satz
Mit nicht leerem X' C X sind dquivalent:
a) X ist eine Basis von X

b) Jeder Vektor z € X lésst sich eindeutig als Linearkombination von Vektoren
aus & darstellen.

¢) X ist maximal linear unabhéngig, d.h. X ist linear unabhingig und fiir
jedes x € X \ X ist X U {z} linear abhéngig.

d) X ist ein minimales EZS, d.h. keine echte Teilmenge von X ist ein EZS.

2.4.7 Bemerkung: Koordinaten

Besitzt @ € X bzgl. der Basis X := {1, ..., z, } die nach Satz 2.4.6(b) eindeutige
Darstellung z = Y, _; &gz, mit Koeffizienten & € K so bezeichnet man das
n-tupel (&1, ..., &,) als Koordinaten von z (bzgl. X).

Von nun an sei X endlich erzeugt.

2.4.8 Satz

Jedes endliche EZS eines Vektorraumes enthalt eine Basis. Insbesondere hat
jeder endlich erzeugte lineare Raum eine Basis.

Beweis

Es sei X ein endliches EZS. Ist A keine Basis, so kann A nicht minimal
sein und es existiert eine echte Teilmenge X! C X, die ebenfalls ein EZS ist.
Ist wiederum X! keine Basis, so existiert erneut eine echte Teilmenge X2 C
X1, die X erzeugt. Durch Iteration erhilt man eine echt absteigende Folge von
Teilmengen .. C X2 C X! C X. Diese Folge bricht nach endlich vielen Schritten
ab, da X endlich ist, d.h. es gibt ein minimales X*. Dieses X* ist nach Satz
2.4.6 eine Basis von X.

2.4.9 Proposition
Ist X endlich erzeugbar und S C X linear unabhéngig, so existiert eine Basis
von X, welche S als Teilmenge enthélt.

2.4.10 Lemma: Austauschsatz von Steinitz

Ist {1, ..,zp} linear unabhéngig und {y1,..,yn} ein EZS von X, so gilt p < n
und nach einer Umnummerierung der yy, ist {21, .., Tp, Yp+1, -, Yn } €in EZS von
X.
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2.4.11 Satz: Dimension

Falls X eine Basis von n Elementen besitzt, enthélt jede Basis von X genau n
Elemente. Wir bezeichnen n als Dimension von X und schreiben n = dimX.
2.4.12 Bemerkung

Ein linearer Raum X heit unendlich-dimensional (symbolisch: dimX = oo)

falls er kein endlichen EZS besitzt, anderenfalls heifit er endlich-dimensional.

Beweis
Es seien {z1, ..,z } und auch {yi, .., ym } Basen von X. Mit Lemma 2.4.10
folgt dann n < m, wie auch m < n, und somit m = n.

2.4.13 Beispiel

Fir die bislang betrachteten Raume ist dimK"™ = n, dimK™*" = m - n,
dimP,(R) = n+1und dimP(R) = dimC'(R,R) = dimC(R,R) = dimF (R,R) =
00.

C" ist die Menge der differenzierbaren Funktionen, C ist die Menge der
stetigen Funktionen.
2.4.14 Beispiel
Die komplexen Zahlen C sind ein 2-dimensionaler Vektorraum iiber R und ein
1-dimensionaler Raum tiber C.
2.4.15 Korollar
In linearen Rdumen X mit n := dimX gilt:

1. Weniger als n Vektoren aus X sind kein EZS.

2. Mehr als n Vektoren aus X sind linear abhéngig.

3. Jedes EZS mit n Elementen ist eine Basis.

4. Jede linear unabhingige Menge mit n Elementen ist eine Basis.

Beweis

1. jedes EZS enthélt laut Satz 2.4.8 eine Basis. Fiir jedes aus weniger als n
Vektoren bestehenden EZS giibe es dann auch eine Basis mit Weniger als
n Elementen. Dies widerspricht Satz 2.4.11.

2. Laut Proposition 2.4.9 ist jede linear unabhéngige Menge Teil einer Basis.
Somit hétte man mit einer linear unabhéngigen Familie von mehr als n
Vektoren auch eine Basis mit mehr als n Elementen — im Widerspruch zu
2.4.11.

3. Ein EZS enthilt wegen Satz 2.4.8 eine Basis und ist wegen Satz 2.4.11
bereits eine solche.

4. Mit Proposition 2.4.9 ist eine linear unabhéngige Familie Teilmenge einer
Basis und mit Satz 2.4.11 eine Basis.
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2.4.16 Korollar

Fiir jeden Unterraum Y eines endlich-dimensionalen Raumes X ist dimY <
dimX, Gleichheit gilt genau fiir X =Y.

2.5 Komplemente und direkte Summen

Wieder sei X ein linearer Raum tiber K.

2.5.1 Definition: Direkte Summe

Es seien Y7,Ys € X Unterrdume. Dann heifit Yo Komplement von Y; in X,
falls gilt:

1. i+4Y, =X
2. YlﬂYQZ{O}

man schreibt X = Y7 ® Y5 und nennt X direkte Summe von Y7, Y5

Beispiele in R?

y1 Ny2 # {}
Y, y
Y,
v Dy =R3
Y,
v,
Y1+ CR3




2.5.2 Beispiel
Im Raum X = R3 ist die Gerade

L1
Y5 = X9 €EX:x1=x9 =23 (97)
3
ein Komplement zur Ebene
Yi={zx € X:x; —x2+ 25 =0} (98)

In der Tat liegt x € Y7 NY5, so erfiillen die Elemente des Durchschnittes

r1— X9 +T3 = 0
r1— T2 =0 (99)
X9 — T3 = 0

und folglich 2 = 0; dies bedeutet Y3 NYa = {0}. Anderereseits liegen

1 1 1
n=11|,y2= 0 inYyundys=1[ 1 in Y5 (100)
0 -1 1

Da {y1, 2,93} eine Basis von R? = X bilden, gilt auch Y7 + Y5 = X

2.5.3 Beispiel

Wir betrachten den Unterraum Y; := {p € P(K) : p(0) = 0} von X = P(K).
Dann gilt P(K) =Y, ® Py (K), d.h. der lineare Raum aller konstanten Polynome
ist ein Komplement von Y.

2.5.4 Satz

Es seien Y7,Y; C X Unterrdume. Es ist X = Y7 ® Y5 genau dann, wenn es zu
jedem z € X eindeutige y; € Y1,y2 € Yo mit x = y; + yo gibt.

Beweis

(=) Es sei Y3 ein Komplement von Y7 in Y. Wegen Y7 + Y2 = X lisst
sich jedes x € X darstellen als = y1 + yo mit y; € Y1,y2 € Y5. Um deren
Eindeutigkeit zu verifizieren, seien y; € Y1,9> € Yo zwel weitere Vektoren mit
r = Y1 + yo. Das impliziert y1 — 91 = 9o —yo und y; — y; € Y7 fiir ¢ = 1,2 und
folglich y; — ¢; € Y1 NY; fiir ¢ = 1,2. Wegen Y7 NY; = {0} folgt y; = 41 und
Y2 = Yo.

(<) Umgekehrt seien Y7,Ys € X Unterrdume derart, dass sich jedes x € X
eindeutig als Summe = = y; + yo mit y; € Y;, ¢ = 1,2 darstellen lasst. Dann gilt
sicherlich Y1 +Y; = X. Ist nunx € Y1 NYs, sogilt z =2+ 0 =0+ z und da
die Darstellung eindeutig sein muss, resultiert x = 0, also Y3 N Y = {0}

O
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2.5.5 Satz

Jeder Unterraum eines endlich dimensionalen Raumes hat ein Komplement

Beweisansatz FErginze eine Basis von Y; zu einer Basis von X, geméfl Pro-
position 2.4.9.
O

2.6 Anwendung: Matrizen und lineare Gleichungen

Es sei K ein Kérper und A € K™*™ mit den n Spalten und den m Zeilen. Die
n Spalten seien aj, ..., a, € K™ und a', ..,a™ € K1*™ die Zeilen von A.
Man bezeichnet den Unterraum span{a}, .., € K™ als Spaltenraum

und span{al,..,a™} C K*" als Zeilenraum von A.

1

A= : = (a1, - an) (101)

2.6.1 Definition: Rang einer Matrix

Der Rang rkA einer Matrix A € K™*" ist die Dimension ihres Zeilenraumes
(entspricht der Dimension des Spaltenraumes).

2.6.2 Bemerkung

0<rkA<m
(Lo) Az =0 (102)

2.6.3 Proposition

Der Losungsraum Lo C K™ von (Lg) erfiillt
dim Lo =n — rkA (103)

gleichbedeutend mit:
dim N(Ty) =n —rkA (104)

Beweis

Wir kénnen 0.B.d.A annehmen, dass A € K™*" in strenger Zeilen-Stufen-
Form ist. Zeilenraum dndert sich bei Anwendung elementarer Matrixtransfor-
mationen nicht. Es sei r die Anzahl der Zeilen von A, welche mindestens ein
Element # 0 besitzen — dies ist der Rang von A. Fiir 1 < ¢ < r sei j; derjenige
Spaltenindex, in welcher das erste Element # 0 der i-ten Zeile steht. Weiter
seien ki, ..., k,_, diejenigen Elemente von {1,..,n}, welche nicht in {j;, .., j-}
sind.
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Dann gilt:

&1
Ly=<{X = : eK": &, &k, , €K und
&n (105)
1 n—r
&, =— Zai,kjgkj fuirl<i<r
4,53 j=1

und x1, .., ,_r € K™ bezeichne die Vektoren in Ly mit fkj =1 und fk]. =0
fiir ¢ # j. Man iiberlegt sich nun, dass {x1, .., 2,—} eine Basis von Ly und die
Behauptung folgt.
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3 Lineare Abbildungen

Es seien X, Y lineare Rdume iiber dem selben Koérper K.

3.1 Grundlagen
3.1.1 Difiniton: Lineare Abbildung
Eine lineare Abbildung 7' : X — Y erfiillt die Eigenschaft
(3.1a) T(ayxy + asws) = a1Txy + agTxs (106)

fiir alle ag, as € K, z1, 29 € X. Fiir die Menge aller solchen linearen abbildungen
schreiben wir L(X,Y).
Fiir lineare Abbildungen schreibt man T := T'(x)

3.1.2 Bemerkung
1. Fir T € L(X,Y) ist T0 =0

2. Die Menge L(X,Y) ist ein Unterraum von F(X,Y'), wir kiirzen ferner ab
L(X):= L(X, X). Ist Z ein weiterer linearer Raum und 7' € L(X,Y), S €
L(Y, Z), so ist auch die Komposition S oT : X — Z linear. (L(X),0) ist
eine Halbgruppe mit neutralem Element idx .

3.1.3 Beispiel

Die Nullabbildung 0: X — Y,0x := 0 € Y ist linear, wie auch die identische
Abbildung idx : X — X aus Beispiel 1.2.3.

3.1.4 Beispiel: Affine Abbildungen

Eine Abbildung S : X — Y heifit affin, fallses T' € L(X,Y) und y € Y derart
gibt, dass S(z) = Tz +y. S ist genau dann linear, falls y = 0.

3.1.5 Beispiel: Die Abbildung T4
Die wichtigsten linearen Abbildungen dieser Vorlesung sind von der Form
Ty : K" = K" Thz = Az mit A € K™*" (107)
Auch die Abbildung
K™ — L(K", K™),A — Tx (108)
ist linear.

3.1.6 Beispiele

1. Es sei Q # () eine Menge und z € Q. Dann ist die Auswertung ev, :
F(Q,X) = X, evg(u) := u(x) linear.

2. Es sei I C R ein Intervall. Dann ist die Differeziation D : C'(I,R) —
C(I,R), D, := ' linear.
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3. Mit einem Intervall I C R, dem fixen tg € I und den reellen Zahlen a < b
definieren auch nachfolgende Integrale lineare Abbildungen:

b
Ty : C(a,b,R) = R, Tu:= / u(s) ds (109)
T, : C(I,R) — CY(I,R), (Thu)(t):= /tu(s) ds (110)

3.1.7 Beispiel: Vorwarts-Schift

Es sei X ein linearer Raum und I € {N,,Z}. Bezeichnet dann I(I) den li-
nearen Raum aller Folgen F(I, X), so ist der durch (S®), := ®j; definierte
Vorwirts-Schift eine Abbildung S € L(I)).

3.1.8 Definiton: Kern, Bild, Rang

Ist T € L(X,Y) so bezeichnet N(T) := {z € X : Tx = 0} den Kern (oder
Nullraum), R(T) := TX das Bild und rkT := dim R(T) den Rang von T

Eine Verbindung des Begriffes ,Rang einer Matrix“ (Definition 2.6.1) und
Definition 3.1.8 wird im Satz 3.3.8 hergestellt.

3.1.9 Proposition

Fiir jedes T' € L(X,Y) ist der Kern N(T') ein Unterraum von X und das Bild
ein Unterraum von Y.

Beweis Ubungsaufgabe

3.1.10 Satz
Fiir jedes T' € L(X,Y) gilt
a) T ist genau dann injektiv, wenn N(T') = {0}, also der Kern trivial ist.

b) T ist genau dann surjektiv, wenn R(T) =Y.

Beweis

a) Die Abbildung T ist genau dann nicht injektiv, wenn es y € Y und 1,29 €
X derart gibt, dass xy # zo und Tx; = y = Txs. Dies ist dquivalent zu
T(x1 —x2) =0, also 0 # x1 —x9 € N(T).

b) ist genau die Definition von Surjektivitét

d
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3.1.11 Beispiel
1. Die Auswertung ev, : F(Q2,X) — aus Beispiel 3.1.6(1) hat den Kern
N(evy) :={ue€ F(Q,X) : u(z) =0} und das Bild R(ev,) = X.
Ein Urbild zu einem beliebigen y € X ist gerade die konstante u(z) =y
auf Q.

2. Fir die Nullabbildung 0 € L(X,Y) ist N(0) = X und R(0) = {0}. Fiir
X # {0} ist 0 nicht injektiv. Fiir Y # {0} ist 0 nicht surjektiv.

3. Mit einer Matrix A € K™*™ ist T4 € L(K",K™) aus Beispiel 3.1.5
o injektiv, wenn die linear homogene Gleichung (L) nur die triviale
Loésung hat.
o surjektiv, wenn es fiir jede Inhomogenitdt b € K™ mindestens eine

Losung « € K™ von (Ly) gibt.

4. Bei der Differenziation D : C'([a, b],R) — C([a, b], R) aus Beispiel 3.1.6(2)
besteht der Kern N (D) aus allen konstanten Funktionen. Fiir das Bild
R(D) erhalten wir dagegen C(]a, b], R), denn fiir ein beliebiges v € C([a, b],R)
gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechung Du = v mit

¢
u(t) :==v(a) + [, v(s) ds.

Damit ist D nicht injektiv, aber surjektiv.

3.1.12 Satz: Dimensionssatz

Fiir jede T € L(X,Y) mit dim X < oo gilt

dim N(T) + dim R(T) = dim X (111)

Beweis
Es sei {x1, .., m } eine Basis von N(T') und {y1, .., yn} eine Basis von R(T').
Wir wahlen 27, .., 2, € X derart, dass Tz; = y;,¢ < ¢ < n gilt und weisen
nach, dass X := {1, .., Tm, &1, .., T } eine Basis von X ist.

X ist linear unabhéngig

XisteinEZS} im N(T') + dim R(T') = m + n = dim (112)

3.1.13 Korrolar

SeiT € L(X,Y) ist {x1, .., z,} eine Basis von N(T') und {21, ..., Tn, Tpt1, -, Td )
eine Basis von X mit n < d. Das Bild R(T") hat folgende Basis:

{Txni1, ., Txq} (113)

Beweis

Sei d = dim X, n = dim N(T). Nach Satz 3.1.12 gilt dim R(T") = d —n. Wir su-
chen d—mn linear unabhéngigie Vektoren in R(T"). Die Vektoren {T@y 44, ., TZ4}
sind d — n Vektoren in R(T"). Wir zeigen, dass diese linear unabhéngig sind.
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Wir nehmen an, dass {Tz+1, .., Tz4} sind linear abhingig. = Es existiert
ein Index j*,n < 7* < d, do dass

d
Tz = Z n;Tx; (114)
J=ntl,j#g
Das heifit 4
> 9Tz =0 (115)
j=n+1
mit 7+ = —1.

Aus der Linearitat von T folgt:

d
T( Y nz) =0 (116)

j=n+1
das heifit
d
S wj € N(T) (117)
Jj=n+1

Weil {z1, ...,z } Basis von N(T) ist, gilt:

d d
> omrg = niw, (118)
j=1

Jj=n+1

fiir geeignete 1, ..., n, € K.

Also: N .
> mzp— > mm; =0 (119)
j=1

j=n+1

Weil nach Voraussetzung 1, ..., x4 Basis von X ist, folgt aus (117), dass n; =
0V1 < j < d. (Definiton der linearen Unabhéngigkeit). Dies ist ein Widerspruch

zur Voraussetzung 7« = —1.
Das heiit {Tzp41, .., Txq} sind linear unabhéngig.
O

3.1.14 Satz: Prinzip der linearen Fortsetzung

Sei {%1, ..., zn } eine Basis von X und {41, ..,yn} C Y.

a) Sind T, S € L(X,Y) zwei lineare Abbildungen mit Tx; = Sz;, V1 < i < n.
Dann gilt T'=S.

b) Es existiert genau eine lineare Abbildungen T' € L(X,Y) mit Tz; = ¢,
V1<i<n.
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3.1.15 Bemerkung

Fiir gegebenes

r= &Gup & eKVY1I<k<n (120)
k=1
gilt
= T(Z Eprp) = Z §eTxy, (121)
k=1 o

Kenntnis der Koeffizienten &, und der Werte T'x;,1 < i < n, erlaubt uns den
Wert T'x zu bestimmen.

Beweis (Satz 3.1.14)
a) Sei Te; = Sz; V1<i<n.Seize Xmitz =)  &x;,1<i<n §ekK
To=Y &To; =Y &Sri=80> &u)=SX (122)
i=1 i=1 i=1

b) Wir definieren T wie folgt:
Der Vektor x habe die Darstellung x = ZZ &ixq, & € KL
Wir definieren Tz := Y .- | &,;. Dann gilt Tz; = >0, 89 — Uj
Zeige noch: T ist linear: Sei z € X dargestellt als z = Z?:l Bix; und A € K

Zu zeigen:

T(x+z)=T(x)+T(2) und T(Az) = A\T'(x) (123)

T(z+ 2) Zfzxﬁ-Zﬂz v;) =T n(& + Bi)zi) = (124)

i=1
Z (& + Bi)gi Zfzyz +Z@yz Tz +Tz (125)
T(Ax) = ATz analog (126)

3.2 Isomorphismen
3.2.1 Definiton

Eine bijektive Abbildung T' € L(X,Y) heifit Isomorphismus, und wir definieren
GL(X,Y)={T € L(X,Y) : T bijektiv}

Lineare Rdume X, Y werden als isomorph bezeichnet, wenn es einen Isomor-
phismus T € L(X,Y) gibt. Schreibweise: X 2 Y
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3.2.2 Bemerkung
a) Wenn Z ein weiterer K-Vektorraum ist und 7' € GL(X,Y) und S € GL(Y, Z),
dann ist SoT € GL(X, Z) (Anschaulich: X 5V 2 2)

Wir schreiben GL(X) fir GL(X, X). Mit neutralem Element id, wird GL(X)
zu einer Gruppe, der sogenannten General Linear Group.

Achtung: GL(X) ist kein Unterraum von L(X).

b) Durch A = {(X,Y) X und Y sind Isomorph} wird eine Aquivalenzrelation
auf der Menge aller linearen Rdume erklart.

3.2.3 Beispiel: Transponierte
Die Abbildung -7 : K"X™ — Km*"

A= (aij)1<1<n1<j<m — AT = (aji)1<1<n1<j<m (127)

e P

(Zeilen und Spalten vertauschen) ist ein Isomorphismus.

Fiir n = m gilt: Das Inverse des Transponieren ist das Transponieren selbst,
das heifit ((4)7)T = A.
Damit ist der Raum der n-Spalten isomorph zum Raum der n-Zeilen.

3.2.4 Beispiel: Polynome
1. SeiK € {Q,R,C} und P,(K) die Polynome vom maximalen Grad n € N,,.

P,(K) ist isomorph zu K"*! via den Isomorphismus

T: P,(K) — K"t (128)
p — (g, «, iy ), wobei p(t) = Z apth (129)
k=0
Zum Beispiel:
p(t) =t*+t (130)
p—(0,1,1,..) (131)
2.
loo = {(O‘k)keNo) :3n €Ny, Vk > n:ap =0} (132)

bezeichnet die Menge aller Folgen, die schlieffllich (nach endlich vielen In-
dizes) 0 werden.

loo ist Isomorph zum Raum aller Polynome P(K) via den Isomorphismus

T : P(K) — loo (133)

p — (g, ., @p, 0, ..., 0, ...) wobei p = Z apt® (134)
k=0

3.2.5 Lemma
Fir T € L(X,Y) mit § C X ist auch TS C Y linear abhéngig.
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3.2.6 Satz
EsseiT € GL(X,Y). Eine Menge § C X ist genau dann linear abhéngig, wenn
TS CY linear abhéngig ist.
Beweis:
= Folgt aus Lemma 3.2.5

< Nun sei TS C Y linear abhingig. Wegen T' C GL(X,Y) ist auch T~1(T'S)
nach Lemma 3.2.5 linear abhingig.

O

3.2.7 Bemerkung

Als logische Kontraposition erhalten wir, dass Isomorphismen linear unabhén-
gige Mengen (oder Basen) auf ebensolche abbilden.

3.2.8 Proposition

Jeder n-dimensionale lineare Raum ist isomorph zu K", n € N,

Beweis:

Es sei X ein linearer Raum mit n := dim X und der Basis X = {z1, .., x, }. Wir
&

definieren T : K" — X = > ny Sk
gn

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von X ist N(T') = {0}, nach Satz
3.1.10(a) ist T dann injektiv. Da X ein EZS ist, muss T auch surjektiv sein.
O

3.2.9 Satz

Endlich dimensionale lineare Rédume X,Y sind genau dann isomorph, wenn
dim X =dimY.
r~yedmX =dimY (135)

Beweis:

< Es sei n := dimX = dimY. Nach Proposition 3.2.8 existieren Isomor-
phismen ® := X — K", ¥ := Y — K" womit P o ® € GL(X,Y) ein
Isomorphismus ist.

= Sei T € GL(X,Y),X = {z1,..,2,}. Dann ist y; := Tx,1 < i < n nach
Satz 3.2.6 Basis von Y

O
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3.2.10 Satz

Fiir jedes T € L(X,Y) zwischen linearen Raumen X, Y mit dim X = dimY
sind dquivalent:

a) T ist ein Isomorphismus (d.h. T € GL(X,Y))
b) T ist injektiv

c) T ist surjektiv

Beweis:
Es ist nachzeiweises, dass Surjektivitdt und Inejektivitdt unter diesen Voraus-
setzungen dquivalent sind.

Es sei T € L(z,Y) injektiv. Wegen Satz 3.1.10(a) ist dies dquivalent zu
N(T) = {0}. Mit dem Dimensionssatz 3.1.12 ist dann dim R(7) = dim X —
dim N(T) = dimY und T ist dann injektiv, wenn dim R(T') = dim Y, das heifit
R(T) =Y gilt. Aufgrund von Satz 3.1.10(b) folgt die Behauptung.

O

3.3 Lineare Abbildungen und Matrizen

Seien X,Y lineare Rdume, X := {1, .., Zn}, Y :={y1, s Un}
Wir folgern aus Satz 3.1.14, dass eine lineare Abbildung T' € L(X,Y’) durch
die Bilder Tz der Basisvektoren von X bestimmt ist. Sind etwa

(3.3a) Ta; = Y _ajy; fir 1<i<n (136)
j=1
und
n m
x = kaxk mit Ta = anyj (137)
k=1 j=1

so resultiert

To =T &ar) =Y & T S Soa > ayy; (138)
k=1 k=1 k=1 j=1
(Z aik€k)Yi (139)
=1 k

=1

i=1

Fur die Koordinaten 7, ..., n,, € K von Tx beziiglich ) erhalten wir

(3.3b) m; = Y ap fiir 1 <i <n (140)
k=1

3.3.1 Satz (darstellende Matrix)

Jedes T € L(X,Y) wird eindeutig durch eine Matrix T% € K™*" beschrieben,
in deren k-ter Spalte gerade die Koordinaten von T'zj beziiglich der Basis )
stehen. Man nennt T}; die T darstellende Matrix in den Basen X und Y.

Im Fall X =Y und X = Y schreiben wir Ty := ij.
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3.3.2 Bemerkung

Wir versehen X = K” und X = K" mit Standardbasen &,, beziehungsweise &,,
aus Beispiel 2.4.3. Fiir jede Abbildung T' € L(K", K™) mit darstellender Matrix
Tg:L gilt dann

T= TTfm (Erinnerung Tz = Ax) (141)

3.3.3 Beispiel: Polynome

Es sei n € N und X = P,(R) ausgestatet mit der monomialen Basis M,, :=
{mg, .., mp } aus Beispiel 2.4.4. Als lineare Abbildung betrachten wir die Ablei-
tung D : P,(R) — P,(R) mit den Bildern

Dmg=0, Dmy=kmp_1 :keN (142)
und erhalten aus Satz 3.3.1 die darstellende Matrix.
01 00 0
00 2 0 0
000 3 -- 0
Dym, =1 . . . . . . (143)
0 0 0O n—1
0 0 0O 0

3.3.4 Proposition
Zu jedem A € K™*" gibt es ein T € L(X,Y) mit A = T3

Beweis:
Es sei A € K"™*". Zu beliebigem x € X finden wir &, ..,&, € K mit x =
> r_y Ekxy. Die gesuchte Abbildung 7' € L(X,Y) ist dann

Tx = Z(Z aijxj)yi (144)

i=1 j=1

O

3.3.5 Korollar

Fiir endlich dimensionale Rdume X, Y sind L(X,Y) und K4m ¥ xdimX j5omorph.
Insbesondere ist dim L(X,Y) =dim X - dim Y.

Beweis:
Es sei m := dimY,n := dim X. Wir verwenden die lineare Abbildung ® :
L(X,Y) — KdmYxdimX ¢(7) = 7Y die in Proposition 3.3.4 konstruiert wur-
de.

O

3.3.6 Satz
Es sei Z ein weiterer linearer Raum mit Basis Z. Fiir T' € L(X,Y), S € L(Y, Z)
ist

(SoT)% = SFTY (145)
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3.3.7 Bemerkung
Fiir A € K™, B € K™*™ gilt

(3.36) TA o TB = TAB (146)

3.3.8 Satz: Die Abbildung T4

In diesem Abschnitt sei A € K™*" und T4 € L(K",K™), mit Tyz := Ax. Die
Rénge von A € K™*™ und Ty € L(K",K™) stimmen {iberein: rkT4 = rkA.

3.3.9 Bemerkung

Mit den Spalten ay, ..,a, € K™ von A gilt R(T4) = span{ay, .., a,}, weshalb
insbesondere R(T4) und der Spaltenraum von A gleiche Dimension haben. Ade-
rerseits war rkA nach Definition 2.6.1 die Dimension des Zeilenraums von A.
Daher wird Satz 3.3.8 auch formuliert als: Spaltenrang = Zeilenrang

Beweis:
Zunéchst merken wir an, dass N(T4) mit dem Losungsraum Ly C K" ei-
ner homogenen Gleichung (Lg) tibereinstimmt. Nach Proposition 2.6.3 gilt also
dim N(T4) =n — rkA.

Andererseits liefert der Dimensionssatz 3.1.12, dass

n=dimN(Ta)+dim R(T4) = dim N(T4) + rkT4 (147)

und folglich
rkTy =rkA (148)

Nun sei A € K™"*" quadratisch mit 7kA = n. Dies ist mit Satz 3.2.10 dqui-
valent dazu, dass T4 € L(K™) ein Isomorphismus ist. Wir interessieren uns nun
fiir die simultane Losbarkeit von

Az = e; (149)

fiir alle 1 <4 < n, welche wir mittels der augmentierten Matrix (A4, ey, ..,e,) =
(A, I,,) € K**") notieren.

Vermoge des GaufB-Verfahrens lasst sich (A, I,,) auf die Form (I, B) mit
einem B € K™*™ bringen. Nach Konstruktion ist AB = I,
3.3.10 Definition: Inverse Matrix

Eine Matrix A € K™*™ heifit invertierbar, falls ein B € K®*" mit der Eigen-
schaft AB = I,, existiert. Man nennt B die Inverse Matrix von A und schreibt
A~1.=B.

3.3.11 Beispiel

Wir wollen die Matrix

(150)

b

I
W N =
= W N
DD W
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invertieren. Nach obigem Schema

1 2 3|1 0 0 1 2 31 0 O
2 3 4|01 001 212 -1 0
34 6|0 0 1 0 2 3|3 0 -1
1 311 0 0 1 2 0/-2 6 -3
& 01 212 -1 001 00 3 =2
0 0 1|1 -2 1 0o 0 111 -2 1
1 0 0|—-2 0 1
< 01 0] 0 3 =2
o0 11 -2 1
und erhalten
-2 2 1
At=( 0o 3 -2
1 -2 1

Eine testweise Multiplikation ergibt AA=! = A=1A =1,

3.3.12 Korollar

(151)

(152)

(153)

(154)

Die inverse Matrix A~ € K"*" ist eindeutig bestimmt mit A~'A = I,,. Ferner

ist A genau dann invertierbar, wenn T4 € GL(K") ist.

3.3.13 Definition: Regulir, Singulir

Eine Matrix A € K™*" heifit regulér, falls rkA = n gilt. Andernfalls nennen

wir sie singular.

3.3.14 Satz: Charakterisierung reguliarer Matrizen

Folgende Aussagen sind dquivalent fiir jedes A € K"*"
a) T4 € GL(K™)
b) A ist regular (rkA =n)
¢) Die Zeilen von A sind linear unabhéngig
d) Die Spalten von A sind linear unabhéngig
e) Die homogene Gleichung (Lg) hat nur die triviale Losung
f) Fir jedes b € K™ ist (L) eindeutig 1osbar
)

g) (det A # 0 (Vergleiche Satz 4.1.11))
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Beweis:

« Die Augivalenz von (b) und (C) ist Definition 3.3.13.

o Aufgrund von Satz 3.3.8 und Bemerkung 3.3.9 sind auch (c¢) und (d) gleich-
wertig.

o (d) = (e) resultiert aus Definition 2.3.6 der linearen Unabhéngigkeit.
o (e) = (f) ergibt sich aus Satz 1.4.9(a)

o (f) = (a) nach unserer Voraussetzung (f) ist Ty ({b}) fiir jedes b € K"
eindeutig. Also ist T4 € L(K™) bijektiv.

« Ubung!

O
Zum Abschluss des Unterabschnittes beschéftigen wir uns mit linear-inhomogenen
Gleichungen: Thre augmentierte Koeffizientenmatrix (A,b) € K7x(+1) de-
finieren wir durch
ai; 0 a1, b
A= + (155)

Am1 " Gmn bm

3.3.15 Satz

Es sei b € K™. Eine inhomogene Gleichung (L;) hat genau dann eine Losung,
wenn gilt

rkA =rk(A,b) (156)
Beweis:
Ubungsaufgabe
3.3.16 Satz: Basiswechsel
Auf einem endlich dimensionalen Raum X seien die Basen X := {x1,..,z,}
und X' := {a',, ..,a’,} gegeben. Wie varhilt sich die Darstellungsmatrix von

T € L(X), wenn man von X auf die Basis X’ iibergeht?

e Zunéichst lassen sich die Elemente von X’ darstellen durch die Elemente
von X

(3.36) w/j = Z SijTi (157)
i=1

fir alle 1 < j < mn.

Hieraus wird die sogenannte Basiswechselmatrix S = (s;;)1<i,j<n g€-
bildet, welche den Ubergang von X nach X" liefert:

Spalten von S = Koordinatenvektoren der ,neuen* Basisvektoren
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o Umgekehrt lassen sich die z; durch die x; ausdriicken. Aus z; = Z?:l sijx’ j
erhalten wir fir alle 1 < j < n:

Tj = Zslij(z Skzl'k) = Z(Z Skislij)l'k (]_58)
i=1 k=1

k=1 i=1

Der Ausdruck in der letzten Klammer ist genau das (k, j)-te Element von
SS’. Wegen der linearen Unabhéngigkeit von X’ folgern wir, dass SS’' = I,
und somit §' = S~! sein muss.

Schliefllich definiert auch jede invertierbare Matrix S einen Basiswechsel
geméf (3.3e) (siehe Satz 3.3.16) beziehungsweise z’; = Sx;.

Ist S € K**" die Basiswechselmatrix zwischen X und X, so gilt
Ty = S 1T S (159)

fiir alle T € L(X).

3.3.17 Definition: Ahnlichkeit

Zwei Matrizen A, B € K™"*™ heiflen dhnlich, falls es eine regulire Matrix S €
K™*" derart gibt, dass
B=S"1AS (160)

3.3.18 Bemerkung

1. Laut Satz 3.3.16 sind Darstellungsmatrizen beziiglich verschiedener Basen
dhnlich vermoge der Basiswechselmatrix.

2. Die Ahnlichkeit von Matrizen definiert eine Aquivalenzrelation auf K™*".

Ziel: Finde ,einfache“ Reprasentation. (Dreieksmatrix, Diagonalmatrix, etc.)
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4 Eigenwerte

Im gesamten Kapitel sei X ein linearer Raum iiber dem Korper K.

4.1 Determinanten

Wir beginnen mit einem Exkurs iiber Permutationen. Dazu sei (S,,0) die im
Beispiel 2.1.7 eingefiithrte Symmetrische Gruppe aller bijektiven Selbstabbildun-
gen von {1, ..,n};n € N. Thre Elemente o werden als Permutationen bezeich-
net (von {1, ..,n}) und man notiert sie als Schema:

1 2 3 . n
(0(1) a(2) o(3) . J(n)> (161)

oder als n-Tupel (o(1),..,0(n)). Weil o bijektiv ist, kommt jede Zahl j €
{1, ..,n} genau einmal in (c(1), .., o(n)) vor; ferner ghit es genau n! solche Per-
mutationen.

4.1.1 Definition: Signum

Es sei 0 € S, und s(o) bezeichnet die Anzahl der Paare (i,5) € N2 mit 1 <
i <j<mnund o(i) > o(j). Dann ist das Signum einer Permutation o definiert
durch

sgn o = (—1)5) (162)

sgn = 1 entspricht einer geraden Anzahl an Vertauschung zweier Elemente
in einer Permutation. sgn = —1 einer ungeraden Anzahl an vertauschungen.

4.1.2 Beispiel

Fiir die identische Permutation id = (1,2,..,n) gilt s(¢) = 0 und folglich
sgn id = 1.
Weiter erhélt man o = (2,1,3,4,..,n), s(o) =1, sgn 0 = —1.

o= (n,n—1,..,2,1), s(o) = w, sgn o = (—1)3()

4.1.3 Proposition
Fir alle 0,7 € S, gilt sgn 0 o7 = sgn g o sgn 7.
Beweis:

Es seien 0,7 € S, und z1,..,x, € Q parrweise verschieden. Dann sind auch
Yi i= To(gy mit 1 <4 < n paarweise verschieden.

I Zunachst gilt die Identitét
(4.10) sgn o = H Toli) ~ Tolg) (163)
1<icj<n TP

denn Zahler und Nenner des Produkts stimmen bis auf ihr Vorzeichen iiber-
ein. Im Zahler tritt ein Faktor zx — z; mit & > [ genau S(c)-mal auf,
wahrend dies im Nenner nicht vorkommt.
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II Aufgrund von (4.1b) erhalten wir

iy — j Loori—zoor(s
sgn T = H yT(l) yT(]) — H [€)] (164)

. Lo —
1<i<j<n  JiTYi 1<i<j<n T o) a(4)

und folglich resultiert die Behauptung aus

xUOTi*l’aoq— j
sgn oorT .10 L eerd) (165)

1<i<j<n xa(i) - IU(j)

_ ( H Loor(i) — Loor(j) )( H xo’(i)‘ : xo(j)) — sgn T-sgn o

1<icj<n  Toe@)=2o() 1<icj<n Vi
(166)
O
4.1.4 Bemerkung
Mittels Beispiel 4.1.2 ist 1 = sgn id = sgn o o 0~ ! und damit
(4.1a) sgn o' = sgn o fiir alle o € S, (167)
4.1.5 Definition: Determinante
Die durch
det : K™ - K (168)
(4.1¢) det A := Z sgn aHaiU(i) (169)
g€Sy, i=1

4.1.6 Bemerkung
1. (4.1¢) heifit auch Leibniz-Formel

2. Es gilt die Beziehung det(aA) = o™ - det A fiir alle o € K, A € K"*™;
folglich ist die Determinante fiir n > 2 nicht linear.

4.1.7 Beispiel
Wir erhalten det0 = 0 und det In = 1.

4.1.8 Beispiel

In Dimensionen n < 3 kann die Determinante einer Matrix A € K™"*" verhalt-
nisméfig einfach berechnet werden.

1. Firn =1 gilt det A = aq;.

2. Fir n =2 ist Sy = {(1,2),(2,1)} und wir erhalten

det A = det ( @ a1z ) = @a11022 — (21012 (170)
a1 Q22
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3. Fiur n = 3 gilt S5 = {(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2),(2,1,3),(3,2,1),(1,3,2) }
wobei die ersten drei Permutationen das Signum 1 besitzen. Dies liefert
die Regel von Sarrus.

@11 ai2 ais
det A = det 21 a22 0423 = (171)
aszy asz ass

(11G22033+012023031 1013021432 — 012021033 —013022031 —011023032 (172)

4.1.9 Lemma
Fiir alle A, B € K"*™ gilt
a) det A = det AT

b) Entsteht B durch eine Permutation o € S,, der Spalten von A (das heifit
ist formal B = (ay(1), @ (2); - Go(n) Oder der Zeilen von A (das heifit B =
o(1)
a

, so gilt
2o
det B = sgn odet A (173)

c) Falls zwei Spalten oder Zeilen von A iibereinstimmen, so ist det A = 0.

Beweis:
Es seien A, B € K"*"

a) Durch direktes Nachrechnen und (4.1a) (siehe 4.1.4) folgt

det AT 29 Z sgn O'Hag(i)i = (174)
oceS, i=1
n
Z sgn aHajc,q(j) =det A (175)
oceS, i=1

b) folgt dhnlich.
c) ist etwas involvierter

O

Eine zentrale Eigenschaft von Determinanten ist ihre Multiplikativitat. Al-
lerdings ist sie in Dimensionen n > 1 nicht additiv.

Beispiel: det(In + In) = 2™ aber det In =1
4.1.10 Satz: Multiplikativitiat von det

Es gilt
(4.1d) det(AB) = det A - det B fiir alle A, B € K"*" (176)

Zusétzlich zu Satz 3.3.14 (Charakterisierung reguldrer Matrizen) gilt:
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4.1.11 Satz

Eine Matrix A € K™*™ ist genau dann regulédr, wenn det A # 0.

Dann gilt

. 1

4.1.12 Korollar
Fiir 4hnlich Matrizen A, B € K™*"™ ist det A = det B.

4.1.13 Bemerkung

Es sei X ein linearer Raum mit dim X < oco. Auf Basis von Korollar 4.1.12
lasst sich auch die Determinante det : L(X) — K einer linearen Abbildung
T € L(X) definieren. Mit ihrer darstellenden Matrix Ty ist

det T :=det Ty (178)

Hierbei ist det T unabhéngig von der Basis &', denn nach Satz 3.3.16 sind
alle T' darstelenden Matrizen dhnlich und haben gleiche Determinante.

Beweis:
Mit A, B € K™*™ und einer reguliren Matrix § € K™*™ mit B = S~1AS gilt
aufgrund von Satz 4.1.10 und 4.1.11

det B := det S71A5 "2V det S1 det A det S = det A (179)

O
Problem mit der Leibniz Formel (4.1¢) (Siehe 4.1.5). Sehr aufwéndig!
Losung: Zu gegebenem A € K"*™ und 1 < k,1 < n sei

1<i<n,i#k

A=)y o iy

c K(n—l)x(n—l) (180)

diejenige Matrix, welche aus A durch Streichen der k-ten Zeile und der [-ten
Spalte entsteht.

4.1.14 Propostition: Entwicklung von det
Es sei A € K™, Fiir alle Indizes k,l € {1, ..,n} gilt dann

(a) die Entwicklung nach der k-ten Zeile

det A =" (=1)"ay; det Ay, (181)
j=1

(b) die Entwicklung nach der l-ten Spalte

det A= (=1)""a;; det Aj (182)
=1

56



4.1.15 Beispiel

Durch Entwicklung nach der ersten Zeile erhalten wir:

0 1 2
det| 3 4 5 |=odet( 27 +(—1) det 30 +2 det 34
7 8 6 8 6 7
6 7 8
(183)
Entwicklung nach der ersten Spalte liefert entsprechend:

01 2
det | 3 4 5 |=0det( 22 +(—1)3 det 12 +2 det L2y
7 8 7 8 4 5
6 7 8
(184)

4.1.16 Beispiel: Dreiecksmatrizen

Ist A € K"™*" eine (obere oder untere) Dreiecksmatrix, so gilt det A = []""_; a;;.

4.1.17 Proposition: Inverse und det

Ist A € K"*" regulér gilt:

1 L
= —1)*idet Aj;) 1<i,j< 1
() det Ay 1< < (155)
- (-1)* det A;)" 1<ij<n (186)
det A I -0
4.1.18 Beispiel
In K2%2 gilt:
( ain a2 > _ 1 ( azz  —aip > (187)
az1 Aa22 a11a922 — 21012 —asi a22

Beweis:
Mittels der Matrix B := ((—1)**7 det A;;)1<i j<n erhalten wir durch Nachrech-
nen AB =BA=detA- In.
Wegen Korollar 3.1.12 ist (det A)~!B die Inverse von A.
(]

4.2 Eigentwerte und Eigenvektoren

Es sei X ein linearer Raum iiber K.

Ziel: Finde zu T C L(X) eine Basis X derart, dass Tx € K"*™ moglichst
yeinfach® ist. Hilfreich sind hierbei diejenigen Vektoren, welche von 7' auf ein
Vielfaches abgebildet werden.
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4.2.1 Definition: Eigenwert, -vektor und -raum

Existiert zu T € L(X) ein Skalar A € K und ein Vektor z € X\{0} mit

(4.2a) Te =Mz (188)

so nennt man x den zum Eigenwert )\ gehorigen Eigenvektor von 7. Der
Kern Ey := N(T — Aid,) wird Eigenraum von 7 und deren Dimension die
geometrische Vielfachheit von A genannt. Das Spektrum o(7") C K ist die
Menge aller Eigenwerte.

4.2.2 Bemerkung

1.

Eine Abbildung T' € L(X) besitzt genau dann nichttrivialen Kern, falls
0 € o(T) gilt. Im Fall dim X < oo ist T genau dann invertierbar, wenn

0¢o(T).

Fiir jedes A € o(T) ist der zugehérige Eigenraum FE, invariant beziiglich
T, das heif3it
r € E\=Tx € FE, (189)

Ist insbesondere m := dim E\ < oo, so besitzt S := T|E) € L(E)) beziig-
lich jeder Basis X von E) die Darstellung Sy = diag(A, ..., ) € K™>*™,

Mit A € K™*" besteht das Spektrum o(7,) aus allen A € K derart, dass
der Losungsraum der homogenen Gleichung [A — A In]x = 0 nichttrivial
ist; letzterer stimmt mit F'\ {iberein.

4.2.3 Beispiel

1.

Mit der Nullabbildung 0 € L(X) gilt 0z = x (0 € L(0) bzw. 0 € X)ftir alle
x € X. Folglich ist 0(0) = {0} jedes x # 0 ist Eigenvektor und Ey = X

. Fir die Identitét id, gilt o(id,) = {1} und E; = X.

Wer betrachten die von A = ( L2 ) induzierte Abbildung T4 € L(R?):

21

o Wegen TA< _11 ) = 1( _11 > ist —1 ein Eigenwert, < _11 )

zugehoriger Eigenvektor und £_; = R 1

Eigenraum zu —1;

also hat —1 die geometrische Vielfachheit 1.

e Aufgrund von T4 < } > =3 ( 1 ) ist ferner 3 ein Eigenwert, ( 1 )

zugehoriger Eigenvektor und F3 = R < i > Geometrische Vielfach-

heit ist 1.
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4.2.4 Beispiel: Shift-Oporator
Auf dem Folgenraum X := F(Z,K) betrachten wir den Vorwérts-Shift

(Tz), := 241, T € L(X) (190)

Im Fall A # 0 gilt die Eigenwert-Eigenvektor-Beziehung (4.2a) (Siehe 4.2.1)
genau dann, wenn
1 = (T2), = Axg (191)

fiir alle k € Z. Dies ist wiederum fiir jede Folge 7* € X,z = \F erfiillt.

Im Fall A = 0 gibt es dagegen keine Folge X # 0, welche (4.2a) (Siehe 4.2.1)
erfiillt.

Daher besitzt der Shift-Operator das Spektrum o(7") = K\{0} und 2* ist
ein zu A € o(T) gehériger Eigenvektor. Aufgrund von E\ = span{z*} besitzt
jedes A die geometrische Vielfachheit 1.

4.2.5 Proposition

Sind A;, ¢ < i < m paarweise verschiedene Eigenwerte von T € L(X) mit zuge-
hérigen Eigenvektoren z; € X, so ist {z1, .., ,,} linear unabhéngig.

Beweis:
Induktion iiber m: Im Fall m = 1 ist wegen x; = 0 nichts zu zeigen. Es gelte
nun die Aussage fiir mund wir machen den Ansatz

m—+1
(4.2b) Gy =0mit &, . bny1 €K (192)

i=1

Es resultieren hieraus die Beziehungen

m—+1 (3.1a) m—+1 (4.24) m—+1
0=T(Y &uw) =" &Tz =" Y &hiw (193)
i=1 i=1 i=1
m—+1 m-+x
i=1 r=1
und durch Substraktion folgt
0= &\ — Ami1)zi (195)
i=1

Laut Induktionsannahme ist {1, ..., Z,, } linear unabhéngig und damit
i = Amy1) =0 (196)

Da die Eigenwerte paarweise verschieden sind, folgt zunachst £ = 0,1 <i < m.
Mit (4.2b) folgt
fm—i—l-rm-',-l =0 (197)
Als Eigenvektor ist 2,41 # 0 und daher &,,40 =0
O
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4.2.6 Korollar

Ist n = dim X < oo, so gilt:

a) T hat hochtens n verschiedene Eigenwerte

b) Besitzt T genau n verschiedene Eigenwerte \; mit zugehorigen Eigenvenkto-
ren x;, so ist X := {1, .., z,} eine Basis von X und Ty = diag(X\;, ., Ap)-

Beweis:

a) Hétte T mehr als n verschiedene Eigenwerte, so gibe es mehr als n linear
unabhingige Vektoren in X. Dies ist ein Widersproch zum n-dimensionalen
Raum X.

b) Ergibt sich aus Korollar 2.4.15 und Bemerkung 4.2.2(2)
O

4.3 Das charakteristische Polynom

X sei linearer Raum iiber K, dimX = n < oo, X sei Basis. Dann hat jede
T € L(X) eine darstellende Matrix Ty € K"*".

Bezeichnet X’ eine weitere Basis von X, so folgern wir aus Satz 3.3.16 die
Existenz einer reguliren Basiswechselmatrix S mit Ty = S~'TxS und nach
den Sétzen 4.1.10 und 4.1.11

det(TX/ — tIn) = det(Silsz — t;SHlS) Mid)

(198)
det S~ det(Ty — tIn)det S (1) det(Ty — tIn) (199)

fir alle ¢ € K. Also hangen die Werte von ¢ — det(Ty —tIn) nur von T € L(X)
und nicht von X ab.

4.3.1 Definition: charakteristisches Polynom

Besitzt T € L(X) eine darstellende Matrix Ty € K®*" so ist das charakte-
ristische Polynom von T gegeben durch yr(t) = det(Tx — tIn)

4.3.2 Bemerkung
Es seien A € K®*" und die induzierte Abbildung T4 € L(K"™) gegeben.

1. Im Fall X = K" bezeichnet man xr, auch als charakteristisches Polynom
von A.

2. Die Spur von A ist definiert durch (vgl. Aufgabe)
trA=> " a; (200)
i=1

und mit x7, (t) = et + ... + 1t + ¢o gibt

= (-1)"  cpor=(-1)"""rA, cg=detA  (201)
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Man sagt ein Polynom x € P,(K) zerfillt in Linearfaktoren falls es
Koeffizienten p € K, A, ..., A, € K gibt, mit

(43a)  x(t)=p]Jt =) (202)

auf K.
Die Werte A; sind dann die Nullstellen von yx, ihre Vielfachheit gibt an,
wie oft der Linearfaktor ¢ — )\; in (4.3a) vorkommt.
4.3.3 Satz
Fiir jedes T € L(X) gilt o(T) = x;'({0}) und die Vielfachheit von \ € o(T)
heif}t algebraische Vielfachheit des Eigenwerts .

Beweis:
Mittles Definition 4.2.1 gelten die Aquivalenzen

A¢o(T) (203)

& Ey = N(T — \idy) = {0} (204)

< [Ty — Mn]x = 0 hat nur die Triviale Lésung (205)
< Ty — Mn ist reguldr 3.3.14 (206)

< xr(A) =det(Txy — AIn) # 0 nach Satz 4.1.11 (207)

0

4.3.4 Beispiel

Es seien « € [0,27), A = ( cosa —sina )

sina  cos«

1. Uber dem Kérper K = R betrachten wir T = T4 € L(R?). Sie hat das
charakteristische Polynom yr(t) = t* — 2cosa -t + 1. Fiir a = 0 ist
o(T) = {1} und fiirr & = 7 gilt o(T) = {—1}. Die Eigenwerte sind doppelte
Nullstellen von xr und damit von algebraischer Vielfachheit 2. Ansonsten
besitzt xr fiir a ¢ {0, 7} keine reellen Nullestellen, d.h. o(T") = ().

2. Mit K = C besitzt T = T4 € L(C?) fiir alle a das Spektrum o(7T) =

{cosa — iv/1 —cos? o, cosa + iv/1 — cos? a}. Seine Elemente haben fur
a ¢ {0, 7} die algebraische Vielfachheit 1.

Wir nennen einen Koérper K algebraisch abgeschlossen, falls jedes Polynom
p € P(K) mit deg p > 0 mindestens eine Nullstelle hat.

4.3.5 Propostition

Ist K algebraisch abgeschlossen, so hat jedes T € L(X) einen Eigenwert.
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4.3.6 Beispiel

1. R ist nicht algebraisch abgeschlossen (z.B. t? + 1) Der Fundamentalsatz
der Algebra besagt gerade, dass C algebraisch abgeschlossen ist; folglich
zerfallt jedes Polynom iiber C in Linearfaktoren.

2. Q ist nicht algebraisch abgeschlossen (z.B. t2 — 2)

4.3.7 Satz
Die geometrische Vielfachheit jedes Eigenwertes ist kleiner oder gleich seiner

algebraischen Vielfachheit.

Beweis:

Es sei T € L(X) und A € o(T) mit m := dim E). Dann existieren m linear
unabhéngige Eigenvektoren von ¢ in E. Wahlt man diese als ersten teil einer
Basis X von X, so gilt (vgl. Bemerkung 4.2.2(2))

A = diag(), .., \) € K™

_ A B mx(m—mn)
TX—(O C>7 BeK , (208)

C e Kn—m)x(n-m)
und wir erhalten nach Satz 4.1.14, dass
xr(t) = (A —t)" det(C — tl,_m) (209)
Daher ist die algebraische Vielfachheit von A mindestens m

0

4.4 Diagonalisierung und Trigonalisierung

Wir betrachten n-dimensionale lineare Rdume X mit n < oo.

4.4.1 Definition: diagonalisierbar, trigonalisierbar
Eine Abbildung T' € L(X) heifit

a) diagonalisierbar, falls eine Basis X von X existiert, in der Ty eine Diago-
nalmatrix ist.

b) trigonalisierbar, falls eine Basis X von X existiert, in der Ty eine obere
Dreiecksform besitzt.
4.4.2 Bemerkung

1. Entsprechend wird eine Matrix A € K**" diagonalisierbar (trigonalisierbar)
genannt, falls Ty € L(K™) diese entsprechende Eigenschaft besitzt, bezie-
hungsweise dhnlich zu einer Diagonalmatrix (oberen Dreiecksmatrix) ist.

2. Mit oberen Dreiecksmatrizen zu arbeiten ist reine Konvention und keine
mathematische Notwendigkeit.
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4.4.3 Satz: Charakterisierung von Diagonalisierbarkeit
Eine Abbildung T € L(X) ist genau dann diagonalisierbar, wenn gilt:
(i) Ihr charakteristisches Polynom zerfillt in Linearfaktoren

(ii) die geometrische Vielfachheit jedes Eigenwertes stimmt mit seiner alge-
braischen Vielfachheit iiberein.

Beweis:
Wir zeigen zwei Richtungen:

= Essei T' € L(X) diagonalisierbar und X eine Basis von X derart, dass
Ty = diag(ay, .., a,) mit ay, ..,a, € K (210)

Das charakteristische Polynom ergibt sich daher zu
n

(44a)  xr(t) = [J(ax — t)[= det(Tx — tIn)] (211)
k=1

und zerféllt offenbar in Linearfaktoren. Nach Satz 4.3.7 bleibt also nach-
zuweisen, dass die geometrische Vielfachheit eines A € o(T) mindestens
gleich seiner algebraischen Vielfachheit ist. Bezeichnet r die algebraische
Vielfachheit von A, so kommt der Linearfaktor A — ¢) genau r-mal in
(4.4a) vor, das heifit r Diagonalelemente von Ty sind gleich A. Damit
werden r Elemente der Basis X' auf ihr A-faches abgebildet und folglich
ist dimEy >r

< Umgekehrt zerfalle yr in Linearfaktoren, es gelte die Bedingung (ii) und
es sei o(T) = {1, ..., A\ } mit paarweise verschiedenen Eigenwerten A1, 1 <
it <m < n. Zu jedem Eigenraum E), wihlen wir eine Basis

Xy={a}, .zl tmit 1 <i<m,r+ .47y =n (212)

und erhalten somit n Vektoren in Raum X. Wir wollen zeigen, dass diesen
linear unabhéngig sind. Dazu sei

m Tq m T
(44b)  0=) ) &Cat=> yimity; =Y &l (213)
i=1 j=1

i=1 j=1
und Koeffizienten fji. € K. Die Invarianz der E), zeigt, dass jedes solche
yi € B, auf sein \;-faches abgebildet wird, also Eigenvektor von 7' ist.

Mit Proposition 4.2.5 liefert dies die lineare Unabhéngigkeite von {y1, ..., yn }-
Dann muss aber

0=y =) &al1<i<m (214)
j=1

gelten, denn andernfalls wére (4.4b) eine nichttriviale Darstellung der 0.

Da X; Basis ist, folgt §; = 0 und somit sind die n Vektoren aus X7, ..., X},
linear unabhéngig, bilden also einen Basis von X, in welcher Ty diagonal
ist.
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4.4.4 Beispiel
1. Wir beobachten die lineare Abbildung

01 -1
T € L(R?), Te:=|3 2 -3 |z (215)
2 2 -3

mit dem charakteristischen Polynom
xrt) =3 +t2 —t—1=(t+1)*(t—1) (216)

Es zerfillt in Linearfaktoren und der Eigenwert —1 besitzt die algebraische
Vielfachheit 2. Der Losungsraum der homogenen linearen Gleichung [T" +
idjx = 0 lautet

—1 1
E_1 = span 1 1 0 (217)
0 1

und ist der zugehorige Eigenraum zum Eigenwert —1. Somit hat —1 die
geometissche Vielfachheit 2. Der weitere Eigenwert 1 ist algebraisch ein-
fach. Seine geometissche Vielfachheit 1 ergibt sich aus der Gleichung [T —
idlxz = 0, deren Losungsraum

1
E, = span 3 (218)
2

gerade der zum Eigenwert 1 gehorige Eigenraum ist. Deshalb garantiert
Satz 4.4.3 die Diagonalisierbarkeit von 7. In der Tat, mit der aus dem
Eigenvektor von T gebildeten Basiswechselmatrix

-1 1 1
S=| 1 0 3 (219)
0 1 2
gilt
-1 0 0
s'rs= 0 -1 0 (220)
0 0 1
2. Wir betrachten 7' € L(R?)
-2 1 3
Te=| 2 1 -1 |z (221)
-7 2 7

mit dem charakteristischen Polynom
xr(t) = —(t -2)° (222)

das in Linearfaktoren zerféllt. Der Eigenwert 2 von 7" hat die agebraische
Vielfachheit 3. Man verifiziert leicht

1
Ey=N(T—2id) =R | 1 (223)
1

weshalb die geometrische Vielfachheit 1 ist. T" ist nicht diagonalisierbar.
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4.4.5 Satz: Charakterisierung von Trigonalisierbarkeit

Eine Abbildung T € L(X) ist genau dann trigonalisierbar, wenn ihr charakte-
ristisches Polynom in Linearfaktoren zerféllt.

4.4.6 Bemerkung: Jordan-Normalform

Der Satz 4.4.5 ldsst sich wesentlich préziser fassen — wenn auch mit deutlich
aufwindigerem Beweis: Zu jedem T € L(X) deren charakteristisches Polynom
in Linearfaktoren zerféllt existiert eine Basis X von X, so dass die darstellende
Matrix Ty in Jordan-Normalform ist.

Ty = diag(Jy, ..., J;) mit 1 <i<n (224)

Hierbei sitzt jeder Jordan-Block die Form

A1 0
Ao 1
J; = : (225)
0 A

mit o(T) = {A1, ..., \n} und ny + ... + 0, = n.

4.4.7 Beispiel
1. Mit « € [0,27) und der aus Beispiel 4.3.4 bekannten Matrix

A= ( cosa - mala ) € R2x2 (226)
Sin & COS &

betrachten wir die induzierte lineare Abbildung 7' = T4 € L(R?). Ihr
charakteristisches Polynom xr(t) = 22 cos(a)t+1 hat die Diskriminante
4(cos? a — 1). Daher ist T genau fiir o € {0, 7} trigonalisierbar iiber R.

2. Weiter betrachten wir die in Beispiel 4.4.4(2) diskutierte Abbildung T €

L(R[3])
-2 1 3
Tz = 2 1 -1 |z (227)
-7 2 7

Da ihr charakteristisches Polynom xr(t) = (t — 2)3 in Linearfaktoren
zerfallt, ist sie nach Satz 4.4.5 trigonalisierbar. In der Tat liefert die Matrix

-3 -4 1
S = -3 2 0 (228)
-3 -7 0
ihre Jordan-Normalform
2 1 0
J=8S"'TS=10 2 1 (229)
0 0 2
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4.4.8 Korollar

Jede lineare Abbildung T € L(X) auf einem endlich-dimensionalen Raum iiber
C ist trigonalisierbar.

Beweis:
Mit dem Fundamentalsatz der Algebra zerfillt jedes Polynom p € P(C) in
Linearfaktoren, also insbesondere x7.

d

4.4.9 Korollar

Zerfallt xr in Linearfaktoren (ist also trigonalisierbar), so gilt

detT =[x, #T=> %  mito(T)={\, ...\ } (230)
j=1 j=1

Beweis:

Nach Satz 4.4.5 ist T € L(X) trigonalisierbar und folglich ist jede Darstellung
Ty ahnlich zu einer Dreiecksmatrix D € K"*™ vermoge S. Dann folgt mit
Korollar 4.1.12, dass det T = det D = ) - ... - A,. Nach einer Ubungsaufgabe ist

trT =trS™Y(DS) =tr(DS)S™ ' =trD =\ + .. + \n (231)

(]
Wir definieren die Potenzen T* € L(X), k € N, einer Abbildung T' € L(X)
rekursiv

T°=1d T*1'.=ToT* fiir k € N, (232)
und etsprechend fiir Matrizen A € K"*". Wege dim L(X) = n? (Korollar 3.3.5)
ist die (n2 + 1)-elementige Menge {T°, T, ..,T""} linear abhingig.
Tatséchlich hat sogar {T°, .., T"} diese Eigenschaft.
4.4.10 Satz: von Cayley-Hamilton

Jede lineare Abbildung T' € L(X) erfiillt ihr charakteristisches Polynom, das
heifit formal x7(T) =0

Hieraus folgt: {A* : k = 0,..,n} ist linear abhingig. {A* : k = 0,..,n — 1}
kann linear unabhdngig sein, muss aber nicht.

4.4.11 Bemerkung

1. Bezeichnet X eine Basis von X, so gilt fiir die darstellende Matrix x7(Tx) =
0.

2. Fiir jedes A € K?*2 gilt A? = (trA)A — (det A)Is.
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5 Innere Produkte

In diesem Kapitel sei stets K = R oder K = C. Wir beschranken uns weiter auf
reelle oder komplexe lineare Rdume X. Insbesondere im Fall K = C erinnern
wir an das komplex-konjugierte

z=(v,~y)=x—1iy (233)
einer komplexen Zahl z = (z,y) = = + iy sowie ihren Betrag

2| := V2Z = /22 + ¢2 (234)

Imaginarteil
z
2]
—
Realteil
z

Wir betrachten R als Teilmenge von C und erhalten:

z=Z<z€R (235)

5.1 Skalarprodukte und Orthogonalitat
5.1.1 Inneres Produkt
Ein inneres Produkt auf X ist eine Abbildung (-,-) : X x X — K mit

(i) (ax + By, z) = alx, z) + By, z) (Linearitdt im 1. Argument)

(ii) (x,y) = (y,z) (Konjugierte Symmetrie)
(iii) (@, ) > 0 mit Gleichheit genau fiir z = 0 (positive Definitheit)

fir alle z,y,2z € X,a,5 € K. Ein liearer Raum mit innerem Produkt heifit

Pra-Hilbert-Raum.
Statt innerem Produkt sagt man auch Skalarprodukt

5.1.2 Bemerkung

1. Aufgrund der konjugierten Symmetie ist stets (z,z) € R, wihrend die
positive Definitheit (z,z))0 fiir  # 0 garantiert.

2. Ein inneres Produkt ist semilinear im zweiten Argument

(5.1a) (x,ay + Bz) = alz,y) + Bz, 2) fir z,y,2 € X,a,3 € K (236)
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3. Unter einer Norm auf X versteht man die Funktion

-1 X =R, |zl ==/ (2, 2) (237)
Insbesondere gilt ||z|| = 0 < 2 = 0. Zu jedem = # 0 nennen wir y := ﬁaﬁ
den normierten Vektor zu x, denn ||y|| = 1.

5.1.3 Bemerkung: Orthogonalitit

1. Die Elemente z,y € X heilen orthogonal, falls (z,y) = 0. Die resultie-
rende Relation
zly:e(x,y)=0 (238)

ist symmetrisch aber nicht transitiv. Wegen (z,0) = (0,z) = 01ist 0 € X
orthogonal zu jedem z € X.

2. Die Teilmengen Y7,Y5; C X heiflen orthogonal, insofern
(y1,y2) = 0 fiir alle y; € V1,92 € Y (239)
5.1.4 Beipsiel: Euklidischer Raum
R™ mit

(@) =) zyyy,  lall = (240)
j=1

5.1.5 Beispiel: Unitiarer Raum
C™ mit

(@,y) =Y z;7; (241)
n=1(ii)=i-(—i)=1

5.1.6 Beispiel
1. Mit sogenannten Gewichten wy, ...,w,)0 ist auch (z,y), = Z?Zl WiT;Y;

ein inneres Produkt auf K™ mit induzierter Norm ||z||,, = 4 /Z?Zl wijlx;|?

2. Mit einer stetigen Gewichtsfunktion w : [a,b] — (0,00),a(b, sind auch
die stetigen Funktionen X = C([a,b],R) ein linearer Raum mit innerem
Produkt

b —
(5.1b) (T, Y)w ::/ w(t) x(t) y(t) dt (242)

5.1.7 Definition: Orthogonales Komplement
Es sei S C X. Dann heif3it
St={reX:(z,9)=0:YyeS} (243)

das orthogonale Komplement von S (in X).
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5.1.8 Beispiel
1. Esist {0}* = X und X+ = {0}

2. Im Raum X = R? haben wir in Beispiel 2.5.2 nachgewiesen, dass die

1
Gerade Y :=R [ 1 | ein Komplement zur Ebene
1
1 1
Y={zeX:x1—z3+23=0}=R| 1 | +R 0 (244)
—1

ist.

Betrachtet man R? als Eukliedscher Raum, so ist Y wegen

1 1
({111,111 =2 (245)
0 1
1
jedoch kein orthogonales Komplement von Y'; vielmehr gilt Y- =R | —1
1

5.1.9 Proposition
Fiir jedes S C X ist S ein Unterraum von X mit (spanS) N S+ = {0}.

Beweis:
Es seien 1, z2 € St und wir erhalten

(a1 + @ome,y) = ar{z1,y) + aslze,y) =0:aq, a0 EK,y € S (246)

Dies garantiert ajx; + asze € S+ und S+ ist ein linearer Raum. Weiter sei
z € St und z € spansS, das heiBt z = Yoi &y mit Koeffizienten & € K und
x; € S. Dies impliziert

(x,y) = <Z Eimi, ) = Z&(:ci,:@ =0 (247)

(Bs gilt (z;,2) =0, weil x € S*) und folglich z = 0
O

5.1.10 Satz

Ist dim X (oo und Y ein Unterraum von X, so gilt
(a) X=Yovt

(b) (Yt =Y

(c) dimX =dimY + dimY+
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Beweis:

(a) YNY+ = {0} gilt nach Proposition 5.1.9. Es bleibt X =Y + Y zu zeigen.
Zu jedem x € X muss es also y € Y und y* € Y+ geben mit x = y + y*
geben. Ist {y1, .., y,} eine Orthonormalbasis von Y, so definieren wir

m

yi= (zy)yi,  yhi=x—yusw. (248)
=1

O

5.1.11 Definition: Orthogonal- und Orthonormalbasis

Eine Familie S C X heif}t
(a) orthogonal, falls (z,y) =0 fiir alle z,y € S,z # vy

Lz=y .
firz,y €S
0,z #y
Eine Orthogonal- beziehungsweise Orthogonalbasis von X ist eine orthogo-
nale beziehungsweise orthonormale Basis von X.
Jede orthonormale Familie ist auch orthogonal.

(b) orthonormal falls (z,y) = {

5.1.12 Beispiel

1. Die Standardbasis £ = {e, ..., e, } aus Beispiel 2.4.3 ist eine Orthonormal-
basis des Euklidschen Raumes R™ wie auch des unitdren Raumes C”.

2. Die Legendre-Polynome p,, € P(R)
1 d7l
n(t) :=
Pat) 2nnl dtn

fir n € N definieren eine orthogonale Familie {p,}nen, beziiglich des
inneren Produktes (5.1b) aus Beispiel 5.1.6(2) mit w(t) = 1 auf [—1, 1]

(t* —1)" (249)

3. Wir definieren die trigonometrischen Funktionen c,,s, : [-m, 7] —

R, ¢p(t) := cos(nt), s, (t) := sin(nt) mit n € N,.
Dann ist S := {¢p Jnen,U{sn }nen eine orthogonale Familie in C([—m, 7], R)
beztiglich (5.1b) aus Beispiel 5.1.6(2) mit w(t) =1 auf [—7, 7]

5.1.13 Proposition

Jede orthogonale Familie S C X mit 0 ¢ S ist linear unabhéngig.

Beweis:

Es sei {1,..,x,} eine endliche Teilfamlie von S und 77, &x; = 0 mit Koeffi-

zienten ¢ € K.
Dann resultiert

0=(0,2) = <Z€%$k> = ij@jawl& = Tk, Tk) (250)

fur alle 1 < k < n. Wegen xj, # 0 folgt £ =0
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5.1.14 Proposition

Vorteil von Orthonormalbasen Koordinaten sind einfach berechenbar.
Ist {21, ..,2n} eine Orthonormalbasis von X, so gilt

r = Z(m,xj)xj Vre X (251)

j=1

Beweis:
Da {1, ..,x,} orthonormal ist, gilt (z;,zx) = J,5 (siche Beispiel 1.3.3) fur
1 <7,k < n. Die Koeffizienten {; € K eines beliebigen x = Z?zl &ixj

&= &l = O &Gujow) = (@, 2p) (252)
j=1 j=1
O

Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt Berechnung von Orthogonal-
bzw. Orthonormalbasen aus einer gegebenen Basis

0. Es sei eine linear unabhéngige Familie S = {1, 22, x3, ..} gegeben auf X
mit innerem Produkt (-, )

1. Setze y; 1= x4
2. Fur k > 1 definiere

k
Sz
(5.1¢) Ykl = Thal — E Myj (253)

= W)

fiir alle & € N solange 11 € S.

Wir erhalten aus {z1, 2, ...} eine Familie orthogonale Vektoren {y1,y2, ..} =
Y und normiert man die Elemente von ) geméaf

1
= 1Yk
[yl

so erhalten wir sogar eine orthonormale Familie.

(5.1d)  z: (254)

5.1.15 Satz

Jeder endlich-dimensionale lineare Raum mit innerem Produkt hat eine Ortho-
normalbasis.

Beweis:
Nach Satz 2.4.8 besitzt X eine Basis {1, .., z,,}. Auf diese wenden wir obiges
Gram-Schmidt-Verfahren an:

Es sel y1 := 21, yg4+1 fir 1 < k(n durch (5.1c) gegeben und {yi, ..., yx } bereits
orthonormal. Wir erhalten dann

oo
(5.1c) Yjs Th+1
Wi k1) = (YirTrgr — Y (5 The1) >yj> = (255)

= iy
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.
y Lk
(yis thr1) — Z Wpthn), (256)

= yja y]
"y x 4
sy Lk 1 5.1.1
yu :L'k+1 Z oot + Yi, y]> = (257)
=1 ijy]
(Vi Tht1) — (Yis Thy1) =0 (258)

dass y; fiir alle 1 < i < k orthogonal auf yj1 ist.

Wir haben also induktiv eine orthogonale Familie {y1, ..., yx, yx+1} erzeugt.
Demnach ist {y1, ..., yn} eine Orthogonalbasis von X. Die gesuchte Orthonor-
malbasis {z1, .., z, } ergibt sich aus (5.1d).

O

5.1.16 Beispiel: Legendre-Polynome

Aufgrund von Beispiel 2.4.4 sind die Monome M3z := {mg, my,ma, m3} eine
Basis von P3(R). Verwenden wir auf P5(R) nun das innere Produkt (vgl. (5.1b)
in Beispiel 5.1.6)

1
)= [ p(t) att) di (259)
-1
. 1—(—1)kHiH . . .
so ist M3 wegen (mg, m;) = 15— Jedoch keine Orthogonalbasis. Um eine

solche zu bestimmen, verwenden wir das Gram-Schmidt-Verfahren an.
Zunéchst sei dazu py = mg und wegen

2 (posms) = 0 (260)

<p07m1> = 07 <p07m2> = 3

Ungerade Funktionen heben sich im Intervall -1 bis 1 auf. Das Integral tiber
der quadratischen Funktion ist 2/5.
erhalten wir

,m
p1=my — Mpo =my (261)
<p07p0>
also p1(t) =t
Mittels der Beziehungen
2
(p1,ma2) =0, (p1,m3) = E (262)
ist weiter
] m b) m b) m
P2 =mg — (po 2>P0 - b 2>P1 =Mm2 — LO 2>P0 (263)
<p0ap0> <p17p1> <p07p0>

also po(t) = t* — 3.
Ebenso erhélt man ps(t) = t ‘3t und hieraus ergibt sich die Orthonormal-
basis {qo,q1,q2,¢3} des P3(R) m

264
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Fordert man nicht die Normierung (qx, gx) = 1, sondern ¢ (1) = 1, so ergibt
sich durch Multiplikation der p; mit einem geeigneten Faktor, dass

WO=1 aO=t wl)=362-1, wl)=365-3) @6

Dies sind die Legendre-Polynome aus Beispiel 5.1.12(2)

5.2 Adjungierte Abbildung

Sei X in linearer Raum tiber K mit innerem Produkt (-, ). Eine lineare Abbil-
dung : X — K heiit Funktional. Mit gegebenem y € X definieren wir das
Funktional v’ : X — K durch

(5.2a)  Y'(z):=(z,y):Vz X (266)

Aufgrund von Definition 5.1.1(i) gilt ndmlich
Y (1w + aowa) = {171 + aaxe,y) = (267)
ar(@1,y) + aa(z2,y) = ary'(21) + a2y’ (z2) (268)

fiir alle o, a0 € K, 21,29 € X, also ¢’ € L(X,K).

5.2.1 Satz: Riesz’scher Darstellungssatz
Ist dim X (oo, so gibt es zu jedem Funktional S € L(X,K) ein eindeutiges y € X
mit Sx = (x,y) fiir alle z € X, das heifit S =y’
Beweis:
Nach Satz 5.1.15 gibt es eine Orthonormalbasis {z1, ..., z,} von X.
1 Existenz: Zu beliebig gegebenem S € L(X,K) sei

(520)  yi=) Smw;€X (269)
1=1

und es gibt

n

5.2b - - xj,xi)=0ij
(2j,) 2" (@), Y )Swwi =Y Swilwj,z;) T g (270)
=1

i=1

fir 1 < 7 < n. Damit stimmen S und y’ auf einer Basis von X tiberein,
weshalb Satz 3.1.14(a) sofort S =y’ garantiert

II Eindeutigkeit: Um nachzuweisen, dass obiges y aus (5.2b) eindeutig be-
stimmt ist, erfiille auch z € X die Beziehung

Sz = (z,y) = (z,2) (271)
fur alle x € X. Dies impliziert
ey —2) =0 (272)

fiir alle z € X und damit y — 2 =10
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O
Nun seien T' € L(X),y € X. Wir definieren Sy : X =+ K

Syx = (T'z,y) (273)

und es folgt (mittels (3.1a) von Definition 3.1.1, sowie Definition 5.1.1(i))S, €
L(X,K). Bei festem T € L(X) gibt es nach Satz 5.2.1 zu jedem y € X ein
eindeutiges yo € X mit Syx = z(x,yo) fir alle z € X. Wir bezeichnen diese
Zuordnung y — yo mit 77 und die entsprechende Abbildung 7" : X — X ist
festgelegt durch

(Tx,y) = (x,T'y) :Vz,y € X (274)

Aufgrund von Definition 5.1.1 erhalten wir mit beliebigen z1, 22 € X, a1, a9 €
K, dass

(2, T (a121 + azz2)) = (Tx, 171 + Qaxa) = (275)
ar (T, 1) + ax(Tx, 12) = (276)
o (z, T'r1) + aa(x, T'zo) = (277)
<(E, OélT’fEl + OéQT/SU2> (278)
Fiir alle 2 € X. Damit ist 77 € L(X)
5.2.2 Definition: adjungierte Abbildung
Die zu T € L(X) adjungierte Abbildung 7" € L(X) ist definiert durch
(5.2¢) (Tx,y) = (x,T'y) :Vz,y € X (279)

Man beachte, dass T” vom konkret auf X verwendeten inneren Produkt abhangt.
5.2.3 Bemerkung
Direkt aus (5.2¢) folgt
1. Die Abbildung " : L(X) — L(X) ist semilinear, das heifit
(a1 Ty + aoTh) = aqT] + oy (280)

fir a1, a0 € K, T7,T5 € L(X) und erfillt T = T sowie (ST) =TS’ fur
S, T e L(X).

Wenn oy, as € R ist die Abbildung sogar linear.

2. Fir T € GL(X) ist auch 7" € GL(X) mit

()= (1Y (281)
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5.2.4 Beispiel: Transponierte

Es sei X = R"™ (Euklidisch) ausgestattet mit der Standardbasis &, = {ey, .., e, }
und A € R™*" die darstellende Matrix von T € L(X), das heifit Tx = Az fir
alle z € R™

Bezeichnet dann A’ € R™*™ die darstellende Matrix von T”, so ist

allj ay;
2
a;=(ei, |+ |) = (e, T'ey) (62) (Teiej)=( = |.,ej)=a; (282)
! !

anj Ay

fir alle 1 < 4,5 < n. Folglich ist die adjungierte Abbildung 7" in Euklidschen
Réumen gerade durch die Transponierte A’ = AT gegeben. (Vergleiche Beispiel
3.2.3)

5.2.5 Beispiel: Hermite’sche

Im unitdren Raum C mit seiner Standardbasis &, ergibt sich entsprechend:

allj (5.26) ay;
;j = <6i7 > = <e¢,T/ej> = <T6i,€j> = < ,e].> = aj; (283)

! !
anj Ay

fur alle 1 < 4,5 < n. Folglich ist agj = @j;. Fiir die adjungierte Abbildung im
unitaren Raum ist also A’ = A* mit der sogenannten Hermite’schen

A" = (AT) = (@ji)1<ij<n (284)

Umgangssprachlich: Die Transponierte nehmen und jedes Element komplex kon-
Jjugieren

5.2.6 Satz
Ist dim X (oo und T € L(X), so gilt

N(T') = R(T)*  rkT = rkT’ (285)
Beweis:

NIT)={reX:Te=0}={recX:(y,Ts)=0:vze X} 27 (286)
{ze X : (Ty,z)0:Vye X} =R(T)* (287)

Mit Satz 5.1.10(i), der eben gezeigten Ausage und Satz 3.1.12
rkT = dim R(T) = dim X — dim R(T)* = dim X — dim N(T”) = (288)
dim R(T") = rkT" (289)

0

5.3 Selbstadjungierte Abbildung

Wieder sei X ein linearer Raum mit innerem Produkt (-, -)
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5.3.1 Definition: Selbstadjungiert
Eine Abbildung T € L(X) heifit selbstadjungiert, falls gilt 7' = T”, das heif}t

(5.3a) (Tz,y) = (z,Ty) : Ve,y € X (290)

5.3.2 Beispiel: Euklidischer Raum

Auf dem Euklidschen Raum R™ ist eine Abbildung 7" € L(R™) genau dann
selbstadjungiert, falls ihre darstellende Matrix T¢, symmetrisch ist, das heifit

" ()

Zum Beispiel:
( Z1’> i ) nicht (292)

5.3.3 Beispiel: Unitiarer Raum

w =

; ) (291)

In einem unitdren Raum C” ist T' € L(C™) dann und nur dan selbstadjungiert,
wenn A = Tg Hermite’sch ist (Vergleiche Beispiel 5.2.5), das heifit A = A*.
5.3.4 Beispiel

unwichtig

5.3.5 Satz
Es sei dim X (co. Ist T € L(X) selbstadjungiert, so gilt
(a) o(T) CR

(b) Es gibt eine Orthonormalbasis von X aus Eigenvektoren von T

Beweis:

(a) Eis sei A € K ein Eigenwert von T mit zugehorigem Eigenvektor x € X. Da
T selbstadjungiert ist, gilt

Ma, o) = O, z) 2 (Te,z) = (293)

(e, T) “2Y (2, \2) = Ma, z) (294)

und wegen z # 0 folgt A = A, also A € R

(b) Induktion {iber n = dim X. Fiir n = 1 ist nichts nachzuweisen. Fiir n)1 gilt
nach dem Fundamentalsatz der Algebra

n

xr(t) = —t):xeC (295)

i=1
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und wegen Satz 4.3.3 ist jedes \; Eigenwert von T'. Aussage (a) garantiert
sogar A\; € R. Es sei nun x; ein normierter Eigenvektor zu A\; und X; :=
(span{z1})*!. Mittels Satz 5.1.10(c) ist dann dim X; = n — 1. Fiir jedes
x € X ist dann

(4.2a)
(21, T2) "2 (Tay,2) ( May,a) = (296)

A(z1,2) =0 (da: (x1,x)0) (297)

das heiffit Tx € X;. Wir haben damit gezeigt, dass X; invariant unter
T ist. Damit induziert T € L(X) eine selbstadjungiert Abbildung 7T} :=
T|x, € L(X1). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Orthonormalba-
sis X1 = {x1,..,z,} von X; aus normierten Eigenvektoren x; von 7. Da
jeder Eigenvektor von T) auch Eigenvektor von T ist, muss {z1,x2, .., T, }
eine Orthonormalbasis von X sein.

O

5.3.6 Bemerkung

Auf Matrizen bezogen besagt dies gerade, dass symmetrische und Hermite’sche
Matrizen reelles Spektrum haben und der Raum K" eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren besitzt.

5.3.7 Korollar

Jede selbstadjungierte Abbildung ist diagonalisierbar

Beweis:
Wihle Basis aus Eigenvektoren.
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